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От авторов 
 

Всю инженерную составляющую образования объединяет дисциплина 
«Теоретическая механика». Своими выводами, идеями,  методами и 
принципами она не только описывает самую распространенную форму 
движения материи – механическую, но и дает студенту универсальные 
методы математического моделирования, одинаково применимые в 
различных отраслях инженерной практики. Более того, по объему часов, 
выделяемых на теоретическую механику в учебных планах, легко судить о 
степени «элитности» инженерного вуза, о будущих возможностях его 
выпускников для работы в инновационной промышленности. Это одна из 
немногих дисциплин, которая позволяет реально реализовать принцип 
«образование через всю жизнь», ибо её выводы, методы, принципы 
универсальны, и не зависят ни от партийной принадлежности специалиста, 
ни от области и способов материального производства,  ни от 
общественного строя страны, ни от географического места применения.  
Традиционно для Российского образования, преподавание теоретической 
механики условно разбивается на три части: статику, кинематику и 
динамику. Статике была посвящена первая книга авторов, вышедшая в 
2009году. В данном пособии излагается материал второй части – 
кинематики. Авторы пытались учесть реальные изменения, которые 
произошли в области планирования учебного процесса, реальное 
сокращение аудиторных занятий и сдвиг в сторону самостоятельной 
работы, расширение заочной формы обучения, появление дистанционного 
образования и большого числа людей, получающих второе высшее 
образование. Пособие насыщено большим числом примеров, решенных 
задач и задач для самостоятельного решения с ответами. В приложении 
приведены сведения из математики. Пособие поддерживается видео 
курсом на DVD дисках, на которых сняты реальные лекции и практические 
занятия первого из авторов. Часть задач составлены и решены авторами. 
Другая часть задач заимствована из хорошо известных источников, 
прошедших испытание временем в советской и российской высшей школе, 
чтобы не нарушить годами выработанные «стандарты»  требований к 
знаниям обучающихся. 

Авторы выражают глубокую  благодарность рецензентам пособия–
д.ф.-м.н.,  проф. Г.В. Голубеву и  д.ф.-м.н., проф. Р.А.  Каюмову.  Авторы 
осознают,  что в пособии есть недостатки.  Мы будем благодарны всем, кто 
отметит положительные стороны пособия и выявит недочеты.  Замечания 
и пожелания просим присылать по адресу: 420043, Казань-43, ул. Зеленая, 
дом 1. Казанский государственный архитектурно-строительный 
университет. Кафедра теоретической механики.  E-mail: shigfg@mail.ru. 
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 ГЛАВА 1.   КИНЕМАТИКА ТОЧКИ  

 
   
§ 1.1. Основные понятия и определения. Задачи 

кинематики  
           
 1.1. Раздел механики, в котором изучается механическое 

движение точек и  тел без учета их массы и действующих на них сил, 
называется кинематикой. 

Изучение кинематики обычно начинается с изучения движения точки  
как простейшего объекта, не имеющего размеров.  

 1.2. Материальные частицы бесконечно малых размеров, из 
которых состоят абсолютно твердые тела, называются в механике 
материальными точками.  

  За материальные точки часто принимаются и тела конечных 
размеров, если их размерами в  решаемой задаче можно пренебречь. Но об 
этом позже. 

   Кинематическая точка не отличается от точки геометрической. Она 
не обязательно должна принадлежать какому–либо телу. В кинематике 
можно, например,  рассматривать движение светового луча на экране  или 
точек движущейся тени. Но, чтобы отличать движущуюся точку от точек 
трехмерного пространства, в которые она попадает в  процессе движения,  
будем иногда называть ее кинематической или материальной точкой.  

 1.3. Механическим движением точки или твердого тела  
называется изменение с течением    времени положения точки или  
тела в пространстве по отношению к другому телу. 

         Экспериментально положение тела в пространстве  может быть 
определено только относительно   другого  тела, которое  называется телом 
отсчета.   Для того чтобы можно было проводить какие-либо измерения, с 
телом отсчета жестко связывают  систему координат.  

  1.4. Тело отсчета и неизменно связанная с ним система 
координат  образуют   систему отсчета.  

 При решении задач часто говорят «система координат»,   не забывая, 
что она связана с   выбранным телом отсчета. В качестве тела отсчета чаще 
всего принимается Земля или другое тело, с ней жестко связанное. При 
этом с точностью, достаточной для технических измерений и вычислений, 
Землю можно считать неподвижным телом. Те случаи, когда приходится 
учитывать движение Земли, будем оговаривать отдельно. 

  Движение происходит в пространстве и во времени. В  механике 
Ньютона, элементы которой здесь излагаются,  рассматривается 
трехмерное евклидово пространство. Метрические свойства пространства 
считаются не зависящими от движущейся в нем материи и все измерения в 
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нем можно производить на основании методов евклидовой геометрии 
(которая изучается в школах и технических университетах). В 
Международной системе измерений (СИ) за единицу длины при 
вычислении расстояний принимается один метр, за единицу времени–одна 
секунда. Время в механике универсально, оно считается одинаково 
протекающим во всех точках пространства и на любых движущихся в 
пространстве телах. В кинематике время является аргументом заданных 
или искомых функций.  

Отсчет времени ведется с некоторого начального времени (начального 
момента времени), выбор которого каждый раз при решении задач  
оговаривается. Время – величина скалярная. Под  фразой  «момент 
времени» нужно понимать время, прошедшее с начального момента 
времени до настоящего момента времени.   Разность между двумя 
последовательными моментами времени называется промежутком 
времени, интервалом времени или приращением времени. Промежуток 
времени   =tt∆ 2 – t1>  0. Другими словами, каждый следующий момент 
времени всегда больше предыдущего. «В прошлое вернуться не 
возможно». 

 Движение точки или тела в кинематике чаще всего задается. Фраза 
«задать движение» означает, что положение точки с течением времени  
каким-либо способом определено. Это делается с помощью 
математических функций.  

1.5.Совокупность математических функций, которые 
единственным образом определяют положение точки или тела в 
пространстве в принятой системе отсчета в любой момент времени 
(говорят, задают движение точки или тела в пространстве), 
называется  уравнениями движения точки.  

 1.6. Непрерывная кривая, которую описывает точка в процессе 
движения, называется траекторией точки. 

1.7. Если траекторией точки является кривая, то движение 
точки называется криволинейным. Если траекторией точки является 
прямая линия, то движение точки называется прямолинейным. 

 1.8. Движение точки в кинематике характеризуется 
траекторией точки, скоростью точки, ускорением точки. 

Все эти механические понятия называются кинематическими 
характеристиками движения  точки.   

 1.9. Основными задачами кинематики точки и твердого тела, как 
науки, являются следующие две проблемы:  

1) определение способов задания движения точки или тела;  
 2)определение кинематических характеристик движения 

свободной точки, тела и точек тела  по известным уравнениям   
движения точки.  
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Рассмотрим три способа задания  движения точки – векторный, 
координатный и естественный. 

           
§ 1.2.  Векторный способ задания движения 
 
При векторном  способе задания движения   положение точки М  

определяется   радиус-вектором )(tr   (рис.1.1).  
 
                                            )(trr =  .                                                 (1.1) 
 
Начало радиус-вектора  совпадает с   началом  системы координат. 

Конец радиус-вектора  )(tr  упирается в движущуюся точку М (рис.1.1а).  
Конец радиус-вектора  )(tr , следуя  в пространстве за  точкой М, 
описывает, в общем случае, пространственную кривую, которая 
называется годографом радиус-вектора )(tr .  Эта кривая и есть  траектория 
точки (рис.1.1а). Таким образом,  годограф радиус-вектора )(tr  имеет 
четкий механический смысл.  

1.10. При векторном способе задания движения траекторией 
движения точки является годограф радиус-вектора )(tr . 

 

 
На рис. 1.1а, б, в  показаны три возможных случая движения точки:  

пространственное криволинейное движение точки,  криволинейное 
движение точки в плоскости и прямолинейное движение двух точек.
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Изменение радиус-вектора )(tr с течением времени проявляется в том, что 
с течением времени меняется его длина (модуль) и направление в 
пространстве или на плоскости (меняются углы между направлением 
вектора и положительными направлениями осей). При  прямолинейном 
движении точки меняются модуль и направление на прямой (для точки М 
вектор направлен вправо, для точки N – влево).   

Что стоит за краткой и красивой формулой (1.1)?  Фразу «вектор )(tr  
известен» нужно понимать так, что мы можем вычислить его длину 
(модуль вектора) и определить его направление в пространстве или на 
плоскости в любой момент времени. Это можно проделать двумя 
способами. 

Пусть траекторией точки является пространственная кривая – 
радиус вектор расположен в трехмерном пространстве (рис. 1.1а). 

1. Задать векторную функцию скалярного аргумента )(trr =   в 
трехмерном  пространстве равносильно тому, чтобы задать четыре 
скалярные функции   
      

 )()( 1 tftr = ,  )()( 2 tftCos =α ,   )()( 3 tftCos =β ,   )()( 4 tftCos =γ .       (1.2) 
 
Здесь первая функция дает закон изменения длины радиус-вектора, 

три другие называются направляющими косинусами радиус-вектор )(tr . 
Они определяют направление радиус-вектора в пространстве. 

),()( OxrCostCos ∧=α ;  ),()( OyrCostCos ∧=β ;  ),()( OzrCostCos ∧=γ . 

  Известно, что из трех направляющих косинусов независимыми 
являются только два, так как существует основное тригонометрическое 
тождество, и третий косинус может быть в каждый момент времени 
вычислен по известным двум другим: 
 

)(2 tCos α + + 1.                            (1.3) )(2 tCos β )(2 =tCos γ
 
Таким образом, для пространственной траектории «вектор )(tr  

известен», если известны три скалярные функции, например,  )()( 1 tftr = , 
)()( 2 tftCos =α ,  )()( 3 tftCos =β . 

2.Задать векторную функцию скалярного аргумента )(trr =  в 
трехмерном пространстве равносильно тому, чтобы задать три скалярные 
функции времени–координаты вектора . Тогда zyx rrr ,,

=)(tr itrx ⋅)( + jtry ⋅)( + ktrz ⋅)( , где kji ,,  – единичные векторы осей.  
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 Зная  , можно построить вектор в любой момент 

времени: 

)(),(),( trtrtr zyx

)()( 1 tftr = = 222
zyx rrr ++ ,                                 (1.4) 

 
)()( 2 tftCos =α = xr / )(tr ,          )()( 3 tftCos =β = /yr )(tr ,          (1.5)  

 
)()( 4 tftCos =γ = /zr )(tr .                                 (1.6) 

 
Пусть траекторией точки является плоская кривая. Радиус- 

вектор лежит в плоскости рис. 1.1б.  Ось Oz образует с плоскостью Oxy 
прямой угол, следовательно,  0)( == trr zz ,   и 0о90=γ )( =tCosγ  в любой 
момент времени. Система соотношений (1.2) – (1.6) упрощается и 
принимает вид: 

)()( 1 tftr = , )()( 2 tftCos =α , )()( 3 tftCos =β .               (1.7) 
 

)(2 tCos α + ) =1.                                  (1.8) (2 tCos β
 

)()( 1 tftr = = )()( 2222 tytxrr MMyx +=+ .                       (1.9) 

 
)()( 2 tftCos =α = xr / )(tr ,          )()( 3 tftCos =β = /yr )(tr .      (1.10)    

 
Таким образом, если точка движется в известной плоскости, то 

высказывание  «вектор )(tr  известен» означает, что известны две 
скалярные функции, например,  )()( 1 tftr = , )()( 2 tftCos =α . Второй 
направляющий )()( 3 tftCos =β  может быть определен из тождества (1.8). 

Замечание. По рис.1.1б видно, что . С учетом этого   тождество (1.8) 
принимает привычный «школьный» вид: 

βα −= о90

 122 =+ αα CosSin .                                           (1.11)  
§ 1.3.  Вектор  перемещения, вектор скорости  и  вектор 

ускорения точки 
 
Важнейшей характеристикой движения является понятие скорости и ускорения 

(или замедления). В механике даются точные определения этих понятий, которые затем 
используются не только для механической формы движения, но для любых других 
форм движения. Например, говорят о скорости роста или старения биологических  
объектов, скорости протекания химических реакций, скорости увеличения 
информации, скорости старения используемых технологий, скорости роста валового
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национального продукта, скорости роста благосостояния народа  и так далее. На 
бытовом языке можно было бы сказать, что  скорость – это «быстрота» 
происходящего движения. Ускорение – это «быстрота» изменения самой 
скорости, то есть – это уже скорость изменения самой скорости.  Для 
инженерных расчетов этих определений, конечно, недостаточно. Ниже дается 
математически строгое определение этих понятий.  

 
Вектор перемещения точки при прямолинейном движении 

 
1.11. Движение точки называется прямолинейным, если она 

движется по прямолинейной траектории. 
 Положение движущейся точки  М  на траектории в разные моменты 

времени  будем  обозначать той же буквой М, но с разными 
индексами. Например, ,  и т.д.  Положение точки на траектории в 
произвольный момент времени 

,..., 10 tttt ==

0M 1M
t  будем обозначать буквой M . Пусть за 

промежуток времени  ttt −=∆ 1  точка М переместилась  из положения M  
в последующее положение . В начальный момент времени  
положение точки  определяется радиус-вектором 

1M 0t
0M )( 0tr , положение 

точки  определяется радиус-вектором 1M )( 1tr . Положение точки в 
произвольный момент времени определяется радиус-вектором )(tr . 
Радиус-вектор  )(tr  точки M  получает  приращение )(tr∆  (рис.1.2). При 
этом 

)()()( 1 trtrtr ∆+= . 
 

Если точка, двигаясь в положительном направлении оси Ox  
(рис.1.2а), перемещается вправо из точки М  в т  то очку 1М , радиус-вектор 

)(tr  получает приращение 1)(tr∆ ри этом  вектор MM= .  П )(tr∆  
направлен в ту же сторону, что и )(tr   (по направлению движения). 

 Если точка двигалась в отрицательном направлении оси Ox  
(рис.1.2б)  и переместилась влево из точки М  в точку ,  то и вектор 
приращения 

1М
)(tr∆  радиус-вектора )(tr  направлен в отрицательном  

направлении оси Ox  (то есть пять по направлению движения). Все 
векторы должны лежать  оси O на x , некоторые из них показаны  в стороне 
от оси для большей наглядности. 

1.12.   Перемещением  точки M ,  которое произошло   за время t∆ ,  
из положения М  в положение  называется вектор 1М 1MM , равный 
приращению  радиус-вектора точки )(tr∆  и направленный по 
направлению движения точки  из положения М  в  положение .  1М

С понятием перемещение точки тесно переплетается и понятие «путь, 
пройденный точкой». Рассмотрим два возможных варианта движения: 
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1) точка M движется только в одном направлении, удаляясь или 
приближаясь к началу координат. На рис. 1.2а точка M  удаляется от 
начала координат, а  на рис. 1.2б. приближается к началу координат. В 
этом случае путь , пройденный точкой, будет равен модулю вектора 
перемещения, то есть длине отрезка . 

L
1MM

=L 1MM = )(tr∆ ; 
 

  
 

)()()( 1 trtrtr ∆+= ,        )()()( 1 trtrtr −=∆  

 

 
точка 2) M  с момента времени t  некоторое время ttt −=∆ 11  движется 

вправо от очки  т М  к точке 1М оси Ox . Радиус-в ектор )(tr  получает 
приращение )(tr∆ Точка ос авлив ся в точке 1М  родолжает 
движение в о ом направлении от точки 1М  к точке

.  тан и п
братн

ает
 М (см.  рис. 1.2в).  

При  2tt =   точка вновь оказывается в точке M  оси O . Радиус-вектор 
точки 

x
)(tr  получает приращение ( )(tr∆− ). Обратный путь точка 

проделывает за время 122 ttt −=∆ . е ремя движения точки  
ttt 21 ∆+∆=∆ 21 ttt −+

Полно в
= 1t−  = tt −2 . Вектор полного перемещения точки  

 tt
 

движения точки за время t −=∆ 2  обозначим  )(tU∆  (см. рис.1.2в).  
Полное перемещение точки U∆  складывается из перемещений точки в 
одну и  в другую стороны. 

 
U∆ = 1MM + MM1 )(tr∆= +( )(tr∆− ) = 0. 

 
Путь пройденный точкой  рассматриваемый промежуток 

врем  на е :
L , за

ени, в ш м примере будет равен   
=L 111 MMM + 2MMM = . 

М

1)( MMtr =∆  
)( 0tr  

1M  0M  0 x  

Рис.1.2а 

11)( ОМtr =  

)(tr  

OMtr =)(  

1M  M0 x  

)( 1tr  
1)( MMtr =∆  

Рис.1.2б 



Краткий курс теоретической механики. Ч.2. Кинематика.        11                     
 

 

 
В рассматриваемом примере вектор полного перемещения точки U∆   

 оказывается равным нулю, в других случаях он отличен от нуля. Равенство
нулю вектора полного перемещения точки U∆  

промежутка
промежутка

может означать, что: 1) 
точка в течение рассматриваемого  времени пребывала в 
покое; 2) в течение  рассматриваемого  времени движение 
точки происходило так, что к концу промежутка времени  точка M  
вернулась в своем первоначальном положении .  

Как видно из приведенного примера, путь, пройденный точкой, в 
общем случае не может быть вычислен только по приращению векторной 
координаты точки  

 0М

)(tr  (по вектору полного перемещения U∆ ).  
Необходимо знать «историю» движения за промежуток времени  t∆ . 

1.13. Таким образом,  путь пройденный точкой за время L , t∆ , 
является сугубо положительной величиной и равен сумме    
участков траектории, по которым двигалась точка в течение времени 

длин

t∆ . В основных единицах системы СИ путь   измеряется в метрах. 
 

Вектор перемещения точки при криволинейном движении 
 
  Определение 1.12  справедливо и в этом случае. Отличие состоит в 

том, что теперь вектор перемещения 

 L

1MM  )(tr∆=  направлен по хорде 
дуги в направлении движения точки 1MM  M  (рис.1.3).

 

срv  
1M  

0 

r∆

)( 1tr  

M

)(tr  

y x 

z 

Рис.  1.3

)(1 trMM ∆=  

)(tr  

)( 2tr  
)( 1tr  )(1 trMM ∆−=  

1M  M0 x  

Рис.1.2в 
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  Путь, пройденный точкой, в этом случае определяется не длиной 
отрезка , которая охватывает хорду  (рис. 1.3). 
 

    Вектор сре ей скорости точки за промежуток времени

 1MM  1MM, а длиной дуги

дн  t∆     
 

   1.14. Вектором средней скорости точки  за промежуток 
времени t∆  называется векторная величина  срv , равная отношению 
вектор щения точки к промежутку времени,  за которое это 
перемещение

а переме
 произошло. 

t
trvcp ∆

∆
=

)(  .                                                   ( 1.12) 

 
Так как деление вектора перемещения точки r∆  на положительное 

число t∆  не меняет направление вектора r∆  на обратное, то из формулы 
(1.12) видно, что вектор средней скорости аправлен так же, как  
вектор перемещения точки (рис. 1.3).  При

н  и
 прямолинейном движении  

вектор cpv  лежит на траектории, при криволинейном движении (рис.1.3) 
вектор средней скорости cp  направлен по хорде траектории 1MM  в е 

сторону, что и вектор перемещения 

v ту ж

)(1 trMM ∆= . В основных единицах 
системы СИ величина средней скорости  cpv  измеряется в  м/сек. 

Пример 1.1. Мостовой кран за одну минуту перемещается на расстояние 80 м. 
Принимая кран за точку, определить его среднюю скорость в см /  и часкм / .  

Решение. В данной задаче речь идет о прямолинейном движении точки. Полагая 

ора 

перемещения крана равен пройденному пути (рис.1.2а). Тогда  

 в момент начала движения крана, .60101 ctttt ==−=∆  Модуль вект00 == tt

часкмcм
t
L

t
rvср /8,4

1
360033,1/33,1

60
80

1
=

000
⋅

====
∆
∆

= . 

Замечание че дно, что кран им  некоторые у стки  ра и рможения, . О ви ел ча згона  то
где его скорость в отдельные моменты времени не равнялась вычисленной нами 
средней скорости. Но я проектирования технологических процессов, например, для 
расчета среднего времени погрузки изделий на заводах железобетонных конструкций, 
знаний о средней скорости движения крана часто бывает достаточным.  

 
Вектор   скорости точки в данный момент времени 
 
Будем вычислять среднюю скорость точки на убывающих интервалах 

времени 

 дл

t∆ 0→ . Другими словами, перейдем к ределу в отношении 
(1.12), устремив  

п
t∆  к нулю. 

r
dt
rd

t
rvcp

t
v

t
&=

∆
=

∆
=

→∆ 0
lim . =

→∆ 0
lim



Краткий курс теоретической механики. Ч.2. Кинематика.        13                     
 

dt
rdv = .                                            (1.13) Итак,                                         

 
При t∆ 0→ , 1ММ → .  Следовательно, вектор cpv  будет вр атащ ься 

относительно точки М , и в пределе он стремится занять положение 
асательной к траектории в точке 

 
к М  (рис.1.4а). На рис.1.4б показаны оба 
ектора скоростей точки. На рис.1.4в показан учай прямолинейного 
вижения точки.  
в сл
д

 
е совпадает с самой 

пр ей нии оба ектора  

MM
v  

Поскольку касательная к прямой в любой ее точк
прямой, то при ямолин ном движе  в cpv  и v  
направлены по  траектории движения точки (рис.1.4.в). 

  1.15.  Вектором скорости точки  в некоторый момент времени t  
называется вектор  v , приложенный своим началом  к движущейся
 точке,  направленный по касательной к траектории  в этой точке в 
сторону перемещения точки.  Он равен  первой производной по времени  
от    радиус-вектора точки (1.13).  

           Основной единицей измерения скорости в системе СИ является 
cм /1 . Точка над   вектором   )(tr&  означает дифференцирование радиус-

вектора )(tr по времени. 
Вектор среднего ускорения точки, вектор ускорения точки 

 
           По аналогии с векторами скорости вводятся понятия вектора 

среднего ускорения точки и вектор ускорения точки в данный момент 

Рис.1.4в

М0=x  x  v  срv  

2M  

v  z

рсv  

срv  

0M  

Рис.1.4а 

0  0  
y  

x  

z  

y  

x  

0→∆t  

MM →1  

1M  
1M  

Касательная

срv  

Рис.1.4б 
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времени изменение
скорос ени  

. Они  характеризуют    соответствующих векторов 
ти или за промежуток врем t∆ , или в  данный момент времени. 

     1.16. Вектором среднего ускорения cpa  точки за промежуток
врем

 
t∆  называется  веени  отношение приращение ктора скорости, 

произошедшее за данный промежуток времени, к самому промежутку 
времени. 

   
t
vacp ∆
∆

=   .                                                   (1.14) 

 

 
Из формулы (1.14) следует, что вектор среднего ускорения cpa  

параллелен вектору приращения скорости  v∆ = vv −1 , где   1v –вектор
скор

 
ости точки  в 1М ,  v – вектор скорость в точке траектории М . Этот 

вектор, построенные по правилу параллелограмма,   показан на ри .1.5а.     
Переходя к пределу в формуле (1.14), получим формулу для 

вычисления вектора ускорения точки в данный момент вр

с   
 

емени: 

vvdvaa cp &==
dtttt ∆

∆
== limlim  .

→∆→∆ 00
 

   
dt

                                                        (1.15) 
vda = .  

 
Вектором ускорения  в некоторый  момент времени  t

называет  приложенн
1.17. точки   

ся ый своим началом к точке и направленный в 
сторону вогнутости траектории вектор a , равный  первой 
производной по времени от вектора скорости точки. 

В Международной системы СИ, как видно по формулам (1.14),(1.15),  
величина ускорения измеряются в  =ccм /)/1( 2/1 cм . 

1а  1v  a  

M  

срa  v∆  

1M  

0

zz  

y  y  

x  x  

1v  

v  

1M  

M  
v  

1v  

срa  

0

Рис. 1.5а Рис.1.5б 
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На рисунке 1.5б векторы  ускорения  показаны в двух точках 
траектории.  В точке М  векторы v  и a «сонаправлены» – точка движется 
ускоренно (модуль вектора скорости увеличивается). В точке 1М  векторы 
v  и 1 a  « сонаправлены»  – точка движется замедленно (модуль вектора 
скорости уменьшается).  

Учиты

не 

вая, что сам вектор скорости вычисляется по формуле (1.13), 
формулу (1.15) можно переписать еще

 
 в другом виде: 

    
2

2

dt
rd

dt
vda ==  .                                                    (1.16) 

 
Следовательно второе  определение . 
1.18. Вектором ускорения точки в некоторый  момент времени  t  

называется    к точке и направленный  
сторону вогнутости вектор

, можно дать вектора ускорения
 

приложенный началом  всвоим
aтраектории   , равный  

производной по времени от вектора скорости или второй производной 
по времени  радиуса вектора точки

  В подробных курсах доказывается, что вектор ускорения лежит в 
тории д  

пространственных кривых).   Если движение точки  М  происходит в 
плоскости, то ее ией является  к ля плоских 
кривых соприкасающаяся скость – это плоскось са нка.   

атн  

(рис к
       (1.17) 

1.19.     Уравнения (1.17) называются уравнениями движения точки при 
координатном способе задания движения в декартовой прямоугольной 
системе координат.  

Зная функции (1.17), жно 
момент времени и, следовательно,  

Если точка 

первой 
 
от . 

соприкасающейся плоскости к траек  (на о вспомнить геометрию

 траектор
 пло

плоская ривая. Д
мого рису

 
 § 1.4. Координатный способ задания  движения  

 
При координ ом способе  задания  движения положение 

материальной точки М в пространстве задается ее  координатами   
.1.6б)  как фун циями времени.  

  )(),(),( tzztyytxx MMMMMM ===  .               

мо вычислить координаты точки в любой 
определить ее местоположение. 

М  движется в известной плоскости (1.6а), то оси Ох  и 
Оу  обычно выбираются в этой плоскости. Тогда в процессе движения 
точки координата  z =0,  а уравнения движения (1.17) принимают вид:  

 
)(),( tyytxx == .              MMMM                     (1.17а) 
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движ

и в 
  при 
задания 

движения, необходимо исключить  

Уравнение траектории при координатном способе задания 
ения 

 
Как известно, система функции 

(1.17) уже является параметрической 
формой уравнения пространственной 
кривой, которая может быть построена 
по точкам. Но функции (1.17) 
позволяют получить и каноническую 
форму уравнения траектории точки.  

       1.20. Чтобы определить 
уравнение траектории точк
заданной системе отсчета
координатном способе 

время  t  в уравнениях движения.  
Пример 1.2. Точка М  движется  в 

плоскости согласно уравнениям:  Oxy   
,3tx = 24 += ty  ( метрах в, −yx ). 

ь ур а траектории в момент Определит авнение траектории точки и найти ее положение н

гда 

времени 1c.t1 =  
Решение.  Выразим параметр времени из первого уравнения и подставим во 

второе уравнение.  То 3/xt = , а уравнение траектории примет вид: 
 

2
3

y += x .                                                                  (*) 

          Видим, что траектория точки – прямая линия (рис. к примеру 1.2). Если 
посмотреть на уравнения движения, то увидим, что точка движется так, что в лю

4

бой 
момент времени должны выполняться условия  , так как  всегда. 00,x >≥ y 0≥t  

5 

4 

3 

2 

1 

4 x  

M  

2 1 3 5 0 

y  

6 

Рис. к примеру 1.2 

β  
α  

)(tr  

Mx  

My  

0  

M  M  

x  

y  Mz  z

y

∗M  

My  

Mx  

0

)(tr  

xРис.1.6а

Траектория 
точки 

Рис.1.6б 
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Отсюда делаем вывод, что траекторией точки является 
лежит в первой четверти координат. Она и показана 

ремени  точка  имеет координаты Проверим, лежит ли эта 

точка в уравнении траектории (*). 

Получаем  

только та часть прямой, которая 
на рисунке к задаче. В момент 

ct 11 =   м6м,3 == yx . в

 на траектории. Для этого подставим м6м,3 == yx  

623
3
46 =+⋅= . Ответ. Траектория определена верно и задается уравнением 

(*). В мом  времени точка ct 11 = Мент находится в точке плоскости с координатами 

 между координатным и векторным способами 
задания вижения 

 
 

Закон ы, в том числе законы механического носят 
объек оторыми 

 должны 
 связи и взаимные переходы.  

 
Сформулируем  и укажем путь 
Прямая задача. Пусть движе

м6м,3 == yx . 

 
§1.5. Связь  

д

ы природ движения, 
тивный характер. Они не зависят от методов научного познания, к

пользуется человек. Поэтому между различными способами задания движения
существовать

решения следующих двух задач. 
ние точки M  задано координатным 
ции  (1.17).     Требуется построить способом, то есть  известны функ

вектор )(tr , который задавал бы д
Поскольку рассматривается движен  е

вижение точки векторным способом. 
ие динствен ой точки, индекс н M  у 

сти. координаты 
функций (1.17)  будем опускать.   

1 очка движется в плоско

радиу  

.Т Найдем )(),( trtr yx  

)(trс-вектора . Радиус-вектор
проекции в виде: 

 точки может быть записан через свои  

jtritrtr x ⋅+⋅= )() y .                                   (1.18) 

проекции радиус - вектора ),( rtr yx

()(

Из с 1 гк ,  что t  

на оси  с и 
формулам (1.17).  

Друг

ри .1. ле о увидеть )(

координат совпадают координатам точки, заданными по 

        )()(),()( tytrtxtr yx == .                                 (1.19) 

ими словами, когда заданы  функции  )(),( tytx ,  радиус-вектор )(tr  

определяется без дополнительных    вычислений
jtуitхtr ⋅+⋅= )()()( . 

Тогда 
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.)()()( 22 txtr +=  ty                                     (1.20) 
 

    
)(
)(

tr
txсos =α ,            

)(
)(tyсos =β  .                          (1.21) 

tr
Здесь βα ,  – углы между направлением найденного радиус-вектора на 

лениями осе
том имеет м

 в тр
.                          (1.23) 

плоскости и положительными  направ й OyOx, , соответственно. 
При э есто основное тригонометрическое тождество:  

1.                                           (1.22) 
2. Точка движется ехмерном пространстве. В этом случае: 

coscos 22 =+ βα

)()(),()(),()( tztrtytrtxtr zyx ===

                    )()()()( 222 tztytxtr ++= ,                                  (1.24) 
 

)(r
)(

t
txсos =α ,       

)(tr
)(tyсos =β  ,    

)(tr
)(tzсos =γ ,                 (1.25) 

 
1coscoscos 222 =++ γβα .                                  (1.26) 

братная задача.  Здесь заданнымО  или известным принимается 
радиус-вектор точки )(tr . По заданному (известному) радиус-вектор )(tr  у 
нужн  оп

я т

о построить функции типа (1.17), которые ределяли бы движение 
точки координатным способом. Выкладки проведем только для случая 
движени очки в пространстве. Если точка движется  в плоскости, надо 
будет просто пробросить (обнулить) функции с индексом « z ».  

а) Радиус-вектор )(tr  задан своими координатами .   )(),(),( y trtrtr zx

ktrjtritrtr zx ⋅+⋅+⋅= )()()()( y .                                (1.27) 
Тогда сраз олучаем закон движения, заданный координатным 

способом:  
у п

=)(tx )(trx ,   =)(ty )(try (tz,    ) = )(trz .                      (1.28) 

)(tr  )(tr  задан  своим модулем б) Радиус-вектор точки и
направляющими

 
 косинусами углов  αсos , βсos , γсos .  Тогда

рис получим: 
 

   (см. 
.1.6)  

=)(tx ⋅)(tr αсos ,   =)(ty ⋅)(tr βсos ,     =)(tz ⋅)(tr γсos .      (1.29) 
 

тТо есть  движение вновь определилось координа ным способом. 
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Пример 1.3. Движение точки в плоскости Oxy  задано векторным способом    

jtitr = t)( ⋅+⋅ 22 . Задать это движения координатным способом. Изобразить
уравнение траектории точки и показать н рисунке данный радиус-вектор в момент 
времени

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Решение. Проекции радиус-вектор точки 

а 
 .11 ct =   

)(),( trtr yx . ,)()( 2ttxtrx ==  

ttytry 2)()( == . 

,)( 2ttx =

При координатном способе движение задается уравнениями 

tty 2)( = . Найдем траекторию. Из второго уравнения выразим время: 
2/yt = . Подставим это t в первое уравнение движения. Получим уравнение 

: Это верхняя часть параболы (так как уравнения движения 
дают с ветвями вытянутыми вдоль оси  При 
траектории 4/22 ytx == . 

0y0, >>x ) Ox . с1=t  точка имеет 
координаты 2)1(,1)1( == yx . 

 )(),( trtr yx  

Эти же значения определяют значения проекций 

радиус-вектора для момента времени с1=t . По значениям проекций 

радиус-вектора  )(tr  для 
моментов времени

каждого момента времени строится сам вектор для 
конкретных , как показано на рисунке. Тангенс угла наклона α  
радиус-вектора к равен: оси Ox  21/2 ==αtg .   
  

§ 1.6. Скорость и ускорение точки при координатном 
способе задания движения  

 
Скорость  точки при координатном способе задания движения 
 
Обозначим через  – проекции вектор скорости  zyx vvv ,, v   на оси 

выбранной системы координат Охуz . Тогда 
 

 

М

Траектория 

1 

2 

y  

Рис. к примеру  1.3 

2)1()1( == yry  

x  

)1(r  

α  

 
1)1()1( == xrx  
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                           kvjvivv zyx ++= .                               (1.30) 
Радиус-вектор точки ожет быть представл

формулам:
 м ен через свои проекции по 

ktrjtritrtr ktzjtyitx ⋅+⋅+⋅ )()()( ,zx ⋅+⋅+⋅= )()()()( y =     (1.31)                     
где )(),(),( tztytx – функции из уравнений движения точки  
с уче .30)

  (1.17). По  (1.13) 
том (1  и (1.31) имеем:  

 
dt
rdv = ktzjtyitx )()()( &&& ++=  = kvjviv ++                      (1.32)  zyx .

    Два вектора равны, если их одноиме
той ж

        

нный проекции на оси одной и 
   е системы координат равны. Тогда из равенства  (1.32) получим: 

        

x
dt
dxvx &== ,      y

dt
dyvy &== ,    z

dt
dzvz &== .                   (1.33) 

 
 )(),(),( tztytx  Точки над функциями означают дифференцирование по

времени.   
1.20. Итак, проекции  скорости 

производным по времени от соответствующих функций 

 

 вектора равны первым zyx vvv ,,  
)(),(),( tztytx  

закона движения точки.  
П оо проекциям  вектора скорости  (1.33)  пределяется его модуль  v . 
 

    ( ) ( ) ( )222222 zyxvvvv zyx &&& ++=++= .        (1.34) 
 
С осями координат Оx, Оy, Оz вектор скорости v  образует, 

соот  α1  определяются  
формулам :   

ветственно, углы , β1, γ1, косинусы которых по

.||/cos|;|/cos|;|/os 111 vvvvvv zyx === γβαc   (1.35) 
 

Для направляющих косинусов вектора 
раве в

22 =

скорости имеет место 
нст о: 

 coscoscos 1
2

11 ++ γβα .1           

 при координатном способе задания движения 

Обозначим через  – проекции ор ускорения

                        (1.36) 
 
скорение точкиУ

 
a вект    на zyx aaa ,,

ветствующие оси произвольно выбранной системы координат Охуz . 
Вектор ускорения

соот
 a  можно записать через его проекции   
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kajaiaa zyx ++=                                     (1.37) 
5) с учетом формул (1.30), (1.31), (1.33) получим: 

.  
Тогда из (1.1
 

,; z
z

zy
y

yx
x

x v
dt

dvav
dt

dv
av

dt
dva &&& ======                   (1.38) 

или  
 

.;;x&& 2

2

2

2

2

2
z

dt
zd

dt
dva

dt
yd

dt
dv

a
dt

xd
dt

dva z
z

y
y

x
x &&========= y&&     (1.39) 

 
Здесь две точки над функциями )(),(),x(t tzty  означают вторую 

производную по времени от  функций, одна точка над 
функциями означает первую производную по времени от 
соответствующих функций.   

.21. Итак, проекции ве ,,  равны первым 
роизводным по времени от соответствующих проекций вектора 
скор  зводным  времени от
соответст

соответствующих
zyx vvv ,,  

1 ктора ускорения a zyx aa
п

ости zyx vvv ,,  или вторым прои по  
щих функций  )(),(),( tztytx  закона движения. 

zyx ,

вую
По известным проекциям ,  вектора aaa a  определяются его 

модуль  к
 

 и направляющие осинусы. 

( ) ( ) ( ) .22222 yxaaa zyx &&&& ++=++2 za &&=   (1.40)   

 
  Обознач торые образует вект

 

ая углы, ко ор  a   с положительными 
направлениями  Оy, Оz  через α2, 2 2 для направляющих 
косинусов получаем   формулы: 

 

 осей Оx, β , γ , 

|,|/cos|;|/cos|/ aaa=α |; 222 aaa zyx == γβcos   (1.41) 

2
2

2
2 =+ γβ

               
coscos 2

2 +α .1cos                                (1.42) 
 

 
ется в н

ются  с этой плоскостью систему 
оординат Оxy,  будем иметь: 

 

Движение точки в плоскости  

Если точка M движ екоторой   плоскости, то соответствующие 
формулы (1.30)–(1.41) упроща . Связав
к
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2222vv x=                                 (1.43)yxvy && +++   ,

,/cos;/cos 1β1 vvvv yx ==α                          

1
2

1 =+ βα

     (1.44) 

 
 cos2 .1cos                                      (1.45) 

 

,yxaaa yx &&&& +++= 2222                                    (1.46) 
 

|,|/cos|;|/cos 22 aaaa yx == βα               (1.47) 
                    

.1coscos 2
2

2
2 =+ βα                                     (1.48)

 скорости 

 
 
Вектор v , его проекции на оси координат и углы α1, 

β1,  о , когда т
yx vv ,  

бразованные с осями координат, для случая очка движется в 
плоскости, показаны на рис.1.7а. 

v  y  y  

 
Вектор ускорения a , го проекции yx aa ,  и глы αе у , 

рдинат для случая, когда точ движется в плоскости, показаны 
на рис.1.7б. На рис а и 1.7б построения вектор
выполнялись равенства: 

2, β2 образованные 
с осями коо ка 

.1.7 ов выполнены так, чтобы 
yxyx vvjvivv +=+= ,    yxyx aajaiaa +=+= . 

Проекции векторов скорости и ускорения на оси координат суть 
величины алгебраические.   По модулю проекции вектора скорости  xv , 
напр ь о скоро  О

 (если
имер, можно судит сти перемещения точки вдоль оси х. По 

знаку проекции можно судить о направлении перемещения

x  
xa  

2β  

М
1β  

1α  

xv  

2α  

0  )(tr  )(tr  

М

a  

ya  yv  

x  

Рис.1.7б Рис.1.7а 0  
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 направлении оси Ох, если   0>xv , то точка движется в положительном
, то точка движется в обратную сторону). <xv 0

1.22.Проекции вектора скорости являются алгебраическими 
величинами. По ним определяется и  «быстрота» 
направление перемещения по  соответствующим  осям. 

роекциям вектора ускорения определяется вектор ускорения и 
характер движения (ускоренное или замедленное).   

Если  

yx vv ,  
перемещения и 

 По п

0>⋅ xx av , то точка вдоль оси Ox  движется ускоренно. При 
этом, если 0>xv нии оси , то точка движется в положительном направле
Ох, если  , то точка движется в обратную сторону.  0<xv

Если 0<⋅ xx a  (проекции векторо и ускорения точки 
имеют разные знаки), то точка в направлении оси  Ох движется замедленно 
(модуль проекци  

v в скорости  

 xv  убывает). При этом, если 0>xv , то точка движется в 
положительном направлении оси Ох, если  0<xv , то точка движется в 

т

 – пря м на этой 
прям и при  

 координат положение  

обра стную торону. 
 
Прямолинейное движение очки вдоль одной оси 
 
Итак, пусть траектория точки мая линия. Выбере
ой произвольную точку О мем ее за начало одномерной 

системы координат Ох. В этой системе  точки
 

M  
будет определяться только одой координатой )(tx . Все соотношения
прощаются,  и  мы   будем иметь:   

 
у

itxtr ⋅= )()( ,              )(tr = )(tx .                        (1.49) 

itxa ⋅= )(&& ,          )()( txta &&=)()(,)( txtvitx&v &=⋅= ,        .           (1.50) 

 В этом случае отпадает необходимость в  индексах, так как ось одна 
единственная. Проекции  векторов скорости и ускорения  vv = , aax x = .  

ример 1.4. Покажем некотП орые возможные варианты прямолинейного 
движения точки.  

0,0,0 >⋅>> avаv  

  

0=x  
a  )(tr  v  

х  a  
v  

M

)()( txtr =  

1

Рис. к примеру 1.4.–1. Ускоренное движение точки  вправо 
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1. На рис.1 показано ускоренное прямолинейно
полуоси (

е движение точки по правой 
0>x ) в положительном направлении оси коор

2. На рис. 2 показано прямолинейное  замедленное движение по правой полуоси 
в положительном направлении оси координат. Точка, находясь правее начала 
координат, движется в положительном  направлении оси коо
стремится к покою). Но это не означает, что точка в следующий момент времени
остановится – есть только тенденция к «останову», проявившаяся только в данный
показанный на рисунке, момент . 

 о прав

ходится справа от начала координат, движется к 

началу координат.  
                     

 

4. На рис.4 показано прямолинейное  ускоренное движение по левой полуоси    

динат. 

рдинат замедленно (как бы 
 
, 

 времени

 

0,0,0 <⋅<> avav  

3. На рис. 3 показано прямолинейное  ускоренное движение п ой полуоси в 
отрицательном направлении оси координат. Точка движется к  началу координат.    При 

этом 0,0,0 <<> avx . Точка на

  

 

 

( 0<x ) в отрицательном направлении оси координат.  Точка движется  от начал

Рис.  1.4.–3. Ускоренное  движение ево к примеру   точки вл

)(tr  0,0,0 >⋅<< avav  

х v  

a  

v  
a  M

х=0 
)()( txtr =  

    Рис. к примеру 1. 4.–4. Ускоренное  движение влево 

)()( txtr =  

a  

v  a  х=0 

х 
)()( txtr =  

M

0,0,0 >⋅<< avav  

v  

4 

)(tr  

х 
)()( txtr =  

a  v  

v  a  Mх=0 
)(tr  

2 

3 

Рис. к примеру 1.4.–2. Замедленное движение точки вправо 
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редла
 

 на 

спосо еет вид:  

координат в отрицательном направлении – влево. Другие возможные ситуации 
п гается  рассмотреть самостоятельно. 

§ 1.7. Задачи с решениями исследование движения 
точки при векторном и координатном способах задания 
движения 

 
Задача 1.1.  Уравнение движения точки (рис. к задаче 1.1) задано векторным 
бом и им  jtittr ⋅+⋅= 86)( .  Линейные  размеры заданы в метрах, 

время в секун пределить траекторию движения точки и координату   дах.  О y    точки  в 
тот момент времени, когда  мод  радиус- уль
вектора мtr 10)( = .     

Решение. Для  решения задачи перейдем к 
координатному спосо у задания движения. При 
заданном в п сти Ox

б
лоско y  радиус-векторе 

jtittr ⋅+⋅= 8 , ур  движения точки   6)( авнения
M  будут иметь вид: 

.  

ого
ния 

, параметр

)(8)(),(6)( мttyмttx ==

1. Траектория точки. При координатной 
форме задания движения для определения 
уравнения траектории точки необходимо 
выразить параметр времени t из одн  
уравнения движе и подставить его в 

другое  уравнение движения.  Выразим, например  t    из закона изменения 
координаты x  и подставим его в закон из ни ординаты мене я ко y . Имеем  

)(6)( мttx = . Отсюда  6/xt = . Подста нее 
движения 

вим послед равенство во второе уравнение 
)(8)( мtty =  и получ уравнение рии  в  виим    траекто де  3/4xy = . 

Траектория – прямая линия, а точка совершает прямолинейное движение. Траектория – 
эта прямая. Она  совпадает с радиус-вектором )(tr .  Это следует, в ,  , 
что 

частности из того
при прямолинейном движении радиус-вектор точки )(tr  всегда лежит на 

траектории движения (см. еще примеры на прямолинейное движение из предыдущего 
параграфа).          

2. Модуль радиус-вектора вычисляется по формуле: 

ttttytxtr 106436)()()( 2222 =+=+=  .                              (а)                     

    Геометрический смысл уля радиус-ве  точки состоит в том, что он 
является кратчайшим расстоянием от точки М до начала координат. Он равен длине 
отрезка ОМ. По равенству (а) можно определить модуль радиуса вектора точки в любой 
момент времени. Но по усл вию задачи треб ется найти его величину в некоторый 
момент  времени 

мод ктора
 

о у

1tt = , когда мtr 10)( 1 = . Тогда с учетом (а) можно составить 

уравнение: )(1010)( 11 мttr == . Отсюда .11 ct =  Следовательно,  момент времени, при 
котором модуль радиус - вектора примет заданное в условии задачи значение, будет

у 

Траек

М 

- 
тория 
точки 

Рис. к задаче  1.1  

х
0 x(t) 

)(tr  
y(t) 
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способе задания движения 
        

равен  ct 11 = .  Искомое значение координаты y  определится по закону движения 
точки, а именно при  ct 1=  координата  )(88)( мtty1 11 == .   

Ответ: 1) траектория – прямая 3/4xy = ;  2) )(8)( 1 мty = .
 

Задача 1.2. Движение 
снаряда (точки) задано 
координатным способом по 
уравнениям: 

),(400 мtx =

)(4005 2 мtty +−= .    (а)             
 Время  t  измеряется в 

секундах.   движения 
точки меняется  в пределах 

Время

20 tt ≤≤ ,  – момент 
времени падения снаряда на 

д не 
Землю  

≥

где 2t
 

Землю. Пока снаря
упадет на 

0, ≥0 yx . Определить: 1) уравнение траектории; 2) полное время движения 
снаряда; 3) дальность полета снаряда L ; 4) максимальную высоту траектории H ;  
5) мо   1v   в наивысшей точке траектории и  модуль вектора 

2
Дви

      
дуль вектора скорости

скорости  в момент падения снаряда  Землю. 
ение снаряда будем рассматривать как движение точки.  
 точки. Чтобы определить уравнение траектории движения 

снаряда, в азим параметр времени из первого уравнения движения и подставим во 
второе уравнение движения (а).    Тогда чим: 

v     на
 Решение. ж
1. Траектория

ыр
 полу

.
000160

54005,
000160

,
400

2
2

2
2 xxttyxtxt +−=+−===  

нением траектории снаряда служи  парабола, уравнение которой имеет вид:  Урав т

xxy +−=
00032

2
    (б)     или  8000)16000(

32000
1 2 +−−= xy .            (в)                       

По уравнению параболы  (в) видим, что ось параболы параллельна оси Oy ,  ветви 
параболы направлены вниз (перед скобкой стоит знак минус), а вершина параболы 
(точка ) имеет координаты 

 
1M  траектории )(8000),(160002/ мHyмLx ==== .   

Траектори   является только та часть параболы,  которая  проходит через начало 
координат и лежит выше оси 

ей точки
Ох (снаряд должен двигаться над Землей вее оси ) и пра

Оy   ( – стрельба ведется вправо). 

Для проверки правильности определения уравнения траектории подставим 
координаты точки

0,0 ≥≥ yx

 yx, , заданные уравнениями движения (а),   уравнение траектории 
(в). Получим: 

в 

=+−⋅−=+− 8000)16000400(
32000

1 24005 2 ttt tt 4005 2 +− .

 

Траек-
тория  
точки 

у 

1M  

2v  

Рис.1 к задаче 1.2 

N 
L 

1v  

v  
М

Н 

0 
х
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Види

ое условие выполняется 

м, что уравнение траектории удовлетворяется, следовательно, оно найдено верно. 

2 в м ≥≥. Полное ре я движения снаряда (точки) 2t . Как уже отмечалось,  0,0 yx . 

 при любых  t  Судя по уравнениям движения (а), перв
0400 >= tx ), а для выполнения второго условия потребуем, чтобы  (

04005 2 ≥+ tty .   Отсюда    0)5400( ≥−= − tt   и   )(800 ct ≤≤ ,   ( 20 ttt ≤≤ ). 
Знаки равенства в предыдущ х с отношениях дают моменты времени, в которые 

снаряд находил
и о

ся на Земле ( ,0=y  
 

см. систему координат на рисунках к задаче). Левая 
граница последнего неравенства указывает на момент начала движения правая 
грани

 00 =t , 
ца указывает момент времени )(802 ct = , при котором происходит 

столкновение снаряда с Зем  0лей (то есть вновь =y ). Итак, снаряд будет находиться в 
движении 802 == tT  (с).   

дя по траектории, она пересекает ось Ох в двух 
ата  

3. Дальность полета снаряда. Су
точках плоскости, для которых ордин =y 0=y0 . Подставляя  значение    в 
уравнение траектории (б), для определения координат x  этих точек, в которых снаряд 

тное уравнение, которое имеет два корня: соприкасался с Землей, получим квадра

,
00032

0
2

xx
+−=       откуда    1x =

  Первый тствует точк с координатами 

)(320002 мx = . 

е 

и0

х м), y =0 этой корень соотве =0( (м). Из 
точки  снаряд начинал ие. В точке с координатами х yм),  движен =32000( =0(м) снаряд 
упал на Землю Очевидно, 

()(320002 кммL
. 
32

что дальность полета снаряда  
x )== . Этот 

что в полете снаряд находился до мом
= же результат можно получить, если вспомнить, 

ента времени ).(802 ct =  Подставляя значение 
, получим: 

)(32)(32000)(80400400)( 22 кмммttxL
2t  в первое из уравнений движения (а)

==⋅=== . 
4. Наибольшая высота подъема траектории. Для определения иб льшей 

ма траекто 1max Муy
 на о

высоты подъе рии  H ==

ти экстремум в нашем

 о к

рис .

. Осью симметрии 
нашей параболы является прямая, проходящая через вершину параболы параллельно 
оси

, можно поступить тремя способами: 
а) най  функции y(x)  из уравнения (б) или уравнения (в) (  

случае это будет максимум);  
б) воспользоваться школьными знаниями оординатах вершины параболы, что 

определяется по уравнению (в). Тогда наибольшей высотой подъема траектории будет 
вертикальная координата вершины параболы–точки 1М  ( .3 к задаче 1 2):  

)(8)(80001 кммyН М === ; 

 в) воспользоваться свойством симметричности параболы

 Оу .  Искомую высоту легко найти из уравнения траектории 
значе

(в), подставив в него 
ние координаты 

1Мx .   

),(16000
2

32000
21 мLxМ ===  

( ) ).(8)(
32
16000 2

1 кммyH М =−== 8000
000

16000 =



28 Глава 1. § 1.7.   Задачи с решениями        

Это п ет с полу м в предыдущем пункте значением.
 

 

олностью совпада ченны

 
 скорости. Вектор  точки             5. Вектор скорости v  всег

касательной к траектории и в разные моменты времени п
задаче. В

да направлен по 
оказан на рис.2 и на рис.3 к 

ектор скорости v  показывает мгновенное (то я
времени) направление движения точки

есть дл  данного момента 
 М . Обозначим через )( 11v tv=  и )( 2tv  

векторы скорости точки 

2v =

М  в момен  времени 80)(40 21 ttиctt ====  

соответственно.  Вектор 

ты c)(

v  можно построить по его проекциям xv , yv .    

( ) ),(400400 смt
dt

v x ===                             dx •            (г) 

( ) ( ) ).(400104005 2 смttt
dt
dyv y +−=+−==

•
                     (д) 

Видим, что проекция вектора скорости xv  – постоянная положительная величина,  
а проекция – линейно зависит от времени (аргумент в первой ). 

След  
постоянной

yv t  степени

овательно,  снаряд  движется   в положительном направлении оси Ox  с
 скоростью )/(400 cмvx = .   В направлении вертикальной оси точка 

(снаряд)  движется с переме ью,  величина скорости в этом на
изменяется по закону 

нной скорост правлении 
)(40010 смtv y

вектора скорости 0>yv , точка движется вверх. Соответствующий интервал времени 

находит из уравнения  040010 ≥+− t . 

+−=  (рис.2,3) до тех пор, пока  

ся Получаем  

проекция

)(40 ct ≤ . Другими словами, 
высота полета снаряда будет возрастать в интервале времени  )(400 ct ≤≤ .  В 
наивысшей точке траектори при )(401 cttи ==  имеем  0)( 1 =tvy  (но 

400= 0)/( ≠cмvx , по-прежнему). Точка как бы останавливается  
вверх

 в своем движении
, на мгновение зависает  и начинает двигаться вниз. Следовательно, в этот момент 

времени вектор полной скорости точки 11111 )()()()( vtvtvtvtv xyx ==+=  будет 

параллелен оси Ох (рис.2), а его модуль )/(400 мvx = cv = .

1М  

M  

М 

1Мx  

1Мy  

xv2  

yv2  

xv  

yv  

L/2 L/2 L 

2v  

v  
xvv 11 =  

Н 

0

у 

1М

х

у 

Рис. 2. к задаче 1.2 

0 

Рис. 3 к задаче 1.2 

х
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Для определения числового значения вектора скорости 2v  (рис.3) в момент падения 
снаряда на Землю, необходимо знать время полета снаряда. В этой задаче  нашли 

02 = . Вычислим проекции вектора скорости 

 2t
 ранее

xv , yv  ct 8 для момента времени 

)(802 ctt == . Подставляя значение  )(802 ct =   в равенства (г) и (д),  для проекций 
вектора скорости снаряда находим (рис.3): 2v ),/(400 cмx =

т
  

)/(400)4008010(2 cмv y −=+⋅−= . Модуль вектора скорости в этот момен  

времени ).(68,56532104004002v y =+ 22222
22 смvv x ==+=   

рии тОтвет: 1) уравнение траекто очки парабола 8000)16000(
32000

1 2 +−−= xy ; 

2) полное время движения снаряда )(80 cT = ;  3) дальность по снаряда 
)(32 кмL = ; 4) макс мальную высоту траектории (8 км

лета 
и   )H = ; 5) мод ль вектора 

скорости в наивысшей точке траектории )/1 сv
у

м(400=  и  модуль вектора скорости в 
момент пад а на Зеения снаряд млю )/(5642 смv = . 

   Задача 1.3. Частица М  грунта, сбрасываемого с ленты горизонтального 
транспортера, расположенного над поверхностью Земли на высоте мH 45,2= , 

движется согласно уравнениям  )(8,9),(2 2 мtyмtx == . Время  t  измеряется в 
секундах.   Начало системы авнения  точкикоординат, в которой даны ур движения  М , 

, ось Ох  напрасположено в точке сброса частицы равлена горизонтально вправо, ось 
Оу  направлена вниз. Найти: 1) траекторию частицы  М  грунта; 2) дальность полета 
части

я 
о ко ина им  час от лен
1) Траектория точки. Ур

                      

и ранее, исключаем из уравнений 
движения время 

цы L ; 3) время Т  движения частицы  до Земли.      
        Решение. Размерами частицы будем пренебрегать, принима ее за точку.  

Начал орд т помест в точке, где тица   деляется от ты транспортера.  
авнения движения точки в принятой системе координат 

заданы в  виде:                        28,9)(,2)( ttyttx == .                                                    (а)    

Для определения траектории точки, как 
t . Из первого уравнения (а) находим 2/xt = .   Подставляя это 

значение t  во второе уравнение движения, получим уравнение траектории точки:  

4
8,9

2x
=     (б)                       

Искомой траекторией точки 

8,9 2ty =       или        245,2 xy = .                       

х О является правая ветвь параболы 
0, ≥≥ yx  с вершиной в точке O  и 

симметричн относительно оси Oой y . 
Указанная ветвь параболы  направлена
вниз, так как вниз направлена ось Oy . 
Найденному уравнению траектории 
должны, конечно, удовлетворять 
координаты   падающей частицы (точки) 
грунта во все моменты времени движения. 

Рис.1 к задаче 1.3

N(L,H)

M 
v  tx ⋅= 2  

28,9 ty ⋅=  

L

H 

у 
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Действительно, подставим заданные уравнения движения чки (а) в уравнение 
траектории  и увидим, что они удовлетворяются  

= 

то

28,9 t⋅ ⋅45,2  24t  28,9 t= . 
2) Дальность полета частицы L . Траектория падающей точки пересекается с 

повер
являются

хностью Земли  в точке  N.  Координатами точки N в принятой системе координат  
: дальность ее падения )(мLxN =  и )(мHy = – высота точки О сбросаN  

частицы над уровнем Земли. Искомую дальность падения L можно определить, 
подставляя в уравнение траектории )(мLxx N ==    и )(45,2)( ммHyy N === .  
Для ектори

. Отсюда дал а точки

 определения  тр дальности из уравнения а и получим следующее равнение:    
245,245,2 L  )(1 мL = .= ьность полет  Этот корень уравнения не 

противоречит механике явления. Второй корень, равный (-1), не может в силу 
отрицательности  положительную величину длины L.  

3) Время движения частицы  до Земли. Время падения частицы T 
определяется из ер уравнения    

  
определять
Т  

 п вого движения tx 2= .  Подставляя в него 
)(1 мLx ==  Tt = ,  получим )(5,0 cTи = .  Ответ: 1) уравнение траекто   

– дально полета

рии
245,2 xy = L = )(1 мпарабола; 2) сть  частицы ; 3) время  

частицы  до Земли
движения 

Т (5,0 с)= .  
 

§ 1.8. Естественный способ задания движения точки

способом,
и :  

1) на траектории точки  выбрать начало координат  О1 и ввести 
е  ось О  

совпала с траекторией;  
2) задать  уравнение движения точки М  по

функции s = s(t) (рис.1.8). Функция s = s(t) в каждый момент
определяет криволинейную координату точки на 
трае

задания

но естественн

гранника Мτnb, им
есте 

 
 
Если траектория движения точки известна, то движение по 

траектории можно определить  и «естественным» способом. 
1.23. Чтобы задать движение точки естественным  

необходимо произвест следующие действия

криволинейную сист му координат О1s так, чтобы 1s полностью

 траектории в виде  
 времени 

известной 
ктории.  

Алгебраическое значение скорости 
(понятие вводится для естественного способа  движения) 

 
Когда  движение зада ым способом, вектор скорости и вектор 
ускорения точки М определяются по  проекциям этих векторов на оси  
естественного трех еющего начало в точке М и 
движущегося вм с ней. На рис. 1.8, 1.9 показаны три ортогональных 
единичных вектора bn,τ  трем н  (его 
еще называют сопровождающим) трехгранника. Естест  осями
 
 

, , соответствующих  осям естествен ого
венными
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координат называются: ось Мτ , направленая по касательной к кривой в 
точке М в сторону возрастания координаты  s; ось  Мn   (главная нормаль), 
направленная по линии пересечения  соприкасающейся и нормальной 
плоскостей, в сторону вогнутости траектории; ось Мb, направленная по 
линии пересечения нормальной и спрямляющей плоскостей  так, что  оси   
Мτ,  Мn,  Мb образует правую тройку осей  координат в точке  М. Более 
подробно об этих осях и соответствующих плоскостях можно прочитать в 
геометрии в разделе  «Пространственные кривые». 

z  

 
       1.24. Вектор скорости v  точки М направлен по касательной к 

траектории. Поэтому  в осях естественного трехгранника Мτnb  
вектор скорости v  определяется лишь одной проекцией  τv ,  

называемой  алгебраическим  значением вектора скорости  ( ).  0, =bn vv

1.25. Алгебраическое значение скорости точки v  в данный момент 
времени   равно первой производной по времени от функции  s(t). 

  

.
dt
dsv =                                           (1.51) 

      
 По знаку алгебраического значения скорости v  легко судить о 

направлении движения точки по траектории. Знак v  зависит только от 
знака , так как ds 0>dt  всегда. 

1.26. Если в данный момент времени  алгебраическое значение 
скорости  v > 0, вектор скорости  v   направлен в положительном 
направлении оси   s  и сама точка движется в этом (положительном)  
направлении (как на рис. 1.9).

1.27. Если в данный момент времени  алгебраическое значение 
скорости  v < 0, вектор скорости  v   направлен в отрицательном 

µ  )(tss =  

τ
 

x  

τvv =  

τa  
na  

b  

Траектория 
точки   М 

n  

b  
n  τ

 

b  

О  

1O  
M  

y  

)(ts  

s  

•  

Рис.1.8 

n  τ
 

0=ba  

О  

1O  
M

)(ts  

y  

s  

•

a  

Рис.1.9x  
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направлении оси s и сама точка движется в отрицательном 
направлении. 

 
Ускорения при естественном способе задания движения 
 
  Как было уже сказано при обсуждении векторного способа задания 

движения, вектор ускорения точки a  лежит в соприкасающейся 
плоскости. Это означает, что в осях естественного трехгранника Мτnb  
вектор ускорения расположен в координатной плоскости Мτn, 
перпендикулярной к оси Мb (см. рис. 1.13). Поэтому вектор ускорения 
точки (говорят, вектор полного ускорения точки) может в общем случае 
проецироваться только на оси Мτ, Мn, а проекция на бинормаль 0=ba . 
Если движение точки происходит в плоскости, то траекторией точки будет 
плоская кривая, лежащая в этой плоскости, которая и   будет соприкаса-
ющейся плоскостью,  одной и той же во всех точках траектории. 

Итак,  вектор полного ускорения  точки М при естественном способе 
задания движения представляется следующим образом  (рис.1.9): 

 

       naaaa
dt
vda nn +=+== τττ .                           (1.52)  

 
Векторы naa ,τ  называются касательной и нормальной 

составляющими вектора полного ускорения a . Алгебраические величины 
аτ, аn – это касательная и нормальная  проекции вектора полного 
ускорения  a  (часто  аτ, аn  называют касательным и нормальным 
ускорениями точки, не забывая, что речь идет фактически о проекциях 
вектора полного ускорения a ).  Они вычисляются по формулам: 

    ,s
dt
dva &&==τ          ,

2

ρ
van =                              (1.53)  

 
где алгебраическое значение скорости  v  определяется при известном  
законе движения  )(tss =  по формуле (1.51),  а ρ – радиус кривизны 
траектории в точке М.   Из (1.53) видим, что проекция  вектора полного 
ускорения 

na
a  на ось Мn (нормальное ускорение точки) всегда 

положительна. Следовательно, вектор нормального ускорения na  всегда 
направлен к центру кривизны траектории в точке М, как показано на 
рис.1.9. Касательное ускорение точки может быть положительным, 
отрицательным и равным нулю, как производная от функции  ).(ts  
Следовательно, направление самого вектора τa  может совпадать с 
направлением вектора скорости v  (как на рисунке 1.9) или не совпадать. В 
первом случае движение точки М будет ускоренным (модуль вектора 
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скорости увеличивается – говорят, скорость растет), во втором случае – 
замедленным (модуль вектора скорости уменьшается – говорят, скорость 
уменьшается).  

1.28. Движение точки М по траектории будет ускоренным, если 
векторы v  и τa  направлены по касательной к траектории в одну 
сторону,  и движение точки будет замедленным в противном случае.  

1.29. Движение точки М по траектории будет ускоренным, если 
произведение  0>⋅ τav , и движение точки по траектории будет 
замедленны, если  0<⋅ τav . 

Действительно, если, например, 0>⋅ τav , то это означает, что 
одновременно 0>v  и 0>τa  или  0<v  и 0<τa . В первом случае точка  М 
движется ускоренно (рис.1.9) в положительном направлении оси  
(направление движения точки всегда определяется или по направлению 
вектора скорости 

sO1

v , или по знаку величины алгебраической скорости v ). 
Во втором случае точка движется ускоренно в отрицательном направлении 
оси . Если  sO1 0<⋅ τav , то это означает, что в один и тот же момент 
времени v  и τa  имеют разные знаки, а точка  М  движется замедленно в 
положительном направлении оси , если 0sO1 >v , и  в отрицательном 
направлении оси , если sO1 0<v .  

Модуль вектора ускорения при естественном способе задания 
движения определяется    по формуле:   

 

22
naaa += τ  ,                                                 (1.54)  

где  аτ, аn  вычисляются по формулам (1.53). 
Тангенс угла отклонения µ  вектора полного ускорения точки a  от 

направления Мn (рис.1.9) вычисляется по формуле 
 

   
na

a
tg τµ = ,                                       (1.55) 

 
0>µtg , если 0>τa  и  0<µtg , если 0<τa , так как  – всегда больше 

нуля. Другими словами, при  
na

0>µtg  ( 0>µ ) вектор полного ускорения 
точки a  отклоняется в сторону оси τM (рис. 1.3) или в сторону 
положительного направления оси  . Рассмотрим пример. sО1

  Пример 1.5.   Точка движется по криволинейной траектории согласно закону  
tts πsin2)( = (м) (здесь t  – в секундах). Определить модуль и направление вектора 

 скорости в момент  времени ct 3= . 
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Решение.  Итак, по условию задачи траектория считается известной. Пусть она 
имеет вид, показанный на рис. 1 к примеру. На траектории зададимся началом 
криволинейной системы координат, где будет 0=s , и положительным направлением 
оси . Точка движется по траектории по закону Os tts πsin2)( = . Чтобы представить 
себе закон движения этой точки, надо знать элементарные функции и их графики. Для 
функции  tts πsin2)( =  график представлен на рис. 2. Во-первых, график функции 

)(ts  показан только для значений аргумента (времени) , так как параметр времени 
не может принимать отрицательные значения.   

0≥t

1М  
мs 2=  s  

)(tss =  

2М  
O  

мs 2−=   

Рис.1  к примеру 1.5 
 

 
При 0=t  точка находится в начале координат 00sin2)0( == πs . Во-вторых, по 
графику функции tts πsin2)( =  видим (рис.2), что координата точки сначала растет в 
положительном направлении до значения мs 2= .  Это соответствует промежутку 
времени cto 5,0≤≤  (при ct 5,0= , как известно, функция 1)5,0sin( =π ). Это 
означает (рис.1), что в промежутке ct 5,00 ≤≤  точка удаляется от начала координат 
на расстояние .   Что происходит дальше? Вернемся опять к 
графику закона движения 

мsOM 2)5,0(1 ==
tts πsin2)( =  (рис.2). По графику    видим, что координаты 

точки )(ts  убывают в промежутке времени ct 5,15,0 ≤≤  сначала до нуля, а при 
ct 5,10,1 ≤≤  координаты точки становятся даже отрицательными. Другими словами,  

в промежутке времени ct 5,15,0 ≤≤  материальная точка из положения  движется  
в отрицательном направлении оси, сначала к началу координат O  (рис.1)  и далее точка 

1M

М от точки  продолжает движение к точке  траектории. Максимальное удаление 
точки в отрицательную сторону 

O 2M
мOM 22 = . А координата точки траектории , в 

которую приходит материальная точка 
2M

M в момент времени ct 5,1=  будет мs 2−= .  
Далее, как видно по графику уравнения движения (рис. 2), все будет повторяться. Такие 
повторяющиеся движения, которые описываются периодическими функциями  синусов 
или косинусов,  принято называть колебательными движениями. Таким образом, 
движение материальной точки M  является колебательным движением около начала 
координат с амплитудой мOMOM 221 == . Заметим, что амплитуда колебательного 
движения «2» является коэффициентом в уравнении движения точки tts πsin2)( = . 

Закон изменения скорости точки  определим по (1.51): 

( ) tсмt
dt
dsv πππ cos28,6cos2 === .
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Отсюда видим, что алгебраическое значение скорости  тоже описывается 
периодической функцией. График этой функции представлен на рис.3. По графику 
(рис.3) видим, что модуль скорости меняется с течением времени от нуля до 6,28 (м/c). 

Величина скорости равна нулю в моменты времени и т.д.ccct 5,2;5,1;5,0=

 
s  

O  

M

s  

v  

2М  

)/(28,6)3( смv =  

Рис. 4 к примеру 1.5 

  
В указанные моменты времени (см. рис.2) материальная точка M  имела 

координаты мs 2±= (точка  или  траектории). Другими словами,  в точках  
,  траектории материальная точка 

1M 2M
1M 2M M  имеет на некоторое мгновение скорости 

равные нулю (мгновенный покой). В этих точках  (  и ) движущаяся 
материальная точка 

1M 2M
M  меняет направление движения на обратное (следовательно, и 

вектор скорости v  меняет направление на обратное). Не остановившись, нельзя 
изменить направление движения на обратное. Направление вектора скорости при 
естественном способе задания движения определяется по знаку алгебраического 
значения скорости.   При  ct 3=  получаем:     0)0sin(2)0( == πs . Другими словами, 
точка находится в начале координат (точка  на рис.1 и рис.4).  При  О ct 3=  получим 

( ) )/(28,63cos2)3( cмсм
dt
dsv −=== ππ . 

 
Знак минус у алгебраического значения 
скорости (у производной  dtds / ) говорит 
о том, что точка  в данный момент времени 
движется в отрицательном направлении оси  

, то есть от точки  О  к точке   . 
Следовательно, вектор скорости направлен в 
точке  по касательной к траектории  в 
сторону точки .  Модуль вектора 
скорости равен модулю алгебраического 

значения скорости  

Os 2M

О
2M

)(28,6)3()3( м/cvv == .  Ответ.  Модуль скорости точки равен 

)(28,6)3( м/cv = , а вектор скорости направлен по касательной к  траектории в 
отрицательном направлении оси  Os  (рис.4 к примеру).
 
 

2−  

2 

0  t  c5,1  

с3  с2  

с1  с5,2  

с0,3  с5,1  

с0,1  

с5,0  
0  

28,6
 

t  

v  28,6max =v  

Рис. 3 к примеру 1.5 

28,6−

Рис.2 к примеру 1.5  

с5,0  

2max =s  

2max =s  
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§ 1.9. Связь между координатным и  естественным 

способами задания движения 
На рис. 1.10 показана точка М и функции  ),(),();( tyytxxtr ==  

)(),( tsstzz == , которые задают её движение при  трех изученных выше 

способах задания движения. Начало прямоугольной декартовой системы 
координат Oxyz  расположено в некоторой точке О.   

z  y  

 
На траектории введена  криволинейная система координат  с началом в 
точке  (рис. 1.10). Требуется, зная закон движения точки  

sO1
1O

)(),(),( tzztyytxx ===  в прямоугольной системе  координат найти закон 
движения точки )(tss =  в криволинейной системе координат .   На 
рис.1.11 показано движение точки в плоскости. 

sO1

Пусть точка движется в плоскости и движение задано 
координатным способом (рис.1.11). 

  .                                             (1.56) )(,)( tyytxx ==

Требуется определить  движение естественным способом. 
1. Траектория точки. Чтобы определить траекторию движения 

точки, необходимо выразить параметр времени t  из одного уравнения 
движения и подставить во второе уравнение движения (см. приведенные 
выше примеры).  В дальнейшем считаем, что траектория точки определена. 

2. Закон движения точки )(tss =  по найденной траектории. 
Рассмотрим два близких положения точки (рис. 1.11). При перемещении 
точки M в положение  за малый промежуток времени 1M t∆  функция

ttt ∆+=1  

)( 1tr  

)(tr  

О  

dy  

dx  

1M  

0s  

•  
M  1O  

•

sMx  

My  

Mz  

Mx  

Mz  

)(trM  

О  

1O  
M

y  

x  

)(ts  

s  

•  )(ts  

 ds  

My   

Рис. 1.11 Рис.1.10 
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 )(tss =  получает приращение s∆ , равное длине дуги . C точностью 
до бесконечно малых величин 

1MM
s∆ = ds , где   – дифференциал функции ds

)(tss = .  Отрезок прямой  является хордой элемента криволинейной 
траектории длиной . Причем, как известно, предел отношения длины 
малой хорды к длине дуги,   охватывающей эту хорду, равен единице. 
Другими словами,  длина хорды =

1MM
ds

1MM s∆ = ds .  
С другой стороны, координаты y(t)ytxx == ,)(  точки M при ее 

перемещении получают приращения dyydxx =∆=∆ ,  (рис.1.11). Так как 
координаты точки  y(t)ytxx == ,)(  сами являются функциями времени, то 

)( dtxdx &= , )( dtydy &= . Теперь, с учетом вышесказанного, по теореме 
Пифагора можно записать (см. рис.1.11) цепочку равенств: 

222222
1 )()()( dtydtxdydxdsMM && +=+== . 

Отсюда     

                          dtyxds )( 22 && +=  .                                       (1.57) 
Проинтегрируем выражение (1.57). Тогда 
 

∫∫ += dtyxds 22 && .         dt
dt
dy

dt
dxCts ))()(()( 22∫ ++= . 

где С – постоянная интегрирования. Для ее определения воспользуемся 
начальными условиями. Пусть точка М в начальный момент времени 
движения, то есть  при 0=t , находилась в точке траектории с координатой 

. Тогда  0)0( ss = 0)0( ssС == . Окончательно закон криволинейного 
движения  точки по плоской траектории в системе координат   будет 
иметь вид: 

sO1

,))()(()( 22
0 ∫ ++= dt

dt
dy

dt
dxsts                                   (1.58) 

 
где )(,)( tyytxx ==  – известные функции, задающие движение точки 
координатным способом. 

3. Алгебраическое значение скорости v  теперь можно определить 
по формуле (1.51). 

4. Ускорения и модули векторов скорости и ускорения.  Зная закон 
движения точки (1.58), можно по (1.53) вычислить алгебраическую 
величину касательного ускорения dtdvdtsda // 22 ==τ .  Хотя уравнение 
траектории уже известно (пункт 1), величину нормального ускорения 
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ρ/2van =  пока нельзя вычислить, так как неизвестна величина радиуса 
кривизны траектории в разных точках )(sρρ = . Только для некоторых 
видов траекторий (читай кривых) радиус кривизны определяется сразу. 
Например, для окружности радиуса R  ( constR = ) можно сразу для всех 
точек окружности написать constR ==ρ , а . Если траектория 

есть прямая линия, то 

Rvan /2=

const=∞=ρ , а  =0. Чтобы получить 
величины касательного и  нормального ускорений, вычислить радиус 
кривизны траектории, пользуясь только кинематическими понятиями (то 
есть не привлекая знания из дифференциальной геометрии кривых), по 
известным уравнениям движения (1.56) вычислим проекции вектора 
скорости и ускорения. 

ρ/2van =

dt
dv

a
dt

dv
a

dt
dyv

dt
dxv y

y
x

xyx ==== ,,,  .                    (1.59) 

 
Тогда 

             22
yx vvv += ,               22

yx aaa +=  .                         (1.60) 

 
Касательное ускорение может быть найдено  по формуле (1.53). 

Укажем еще один способ определения касательного ускорения, удобный в 
тех случаях, когда проекции векторов скорости и ускорения уже 
вычислены по формулам (1.59). Возведем в квадрат выражение для модуля 
вектора скорости из (1.60) и продифференцируем полученное выражение 
по времени:  

222
yx vvv += .      

dt
dv

v
dt

dv
v

dt
dvv y

y
x

x 222 +=   =   . yyxx avav 22 +

Отсюда 

==
dt
dvaτ ( yyxx avav + )/v .                                 (1.61) 

 
5. Нормальное ускорение точки и кривизна траектории в точке 

определяются по формулам: 
 

22
τaaan −= ,                  .                           (1.62) nav /2=ρ

 
Здесь величина модуля а  вектора полного ускорения a  определена 

по формуле (1.60). Все  кинематические характеристики для естественного  
способа задания движения  точки определены.
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Пусть точка движется  в пространстве.  Выпишем соответствующие 
формулы. Закон движения точки имеет вид:   . )(),(,)( tzztyytxx ===

1. Траектория точки. Выразим параметр t , например, из первого 
уравнения и подставим в два других. Получим уравнение 
пространственной кривой – траектории: 

  .                         (1.63) [ ] [ )(,)(),( xzzxyyxt ϕϕϕ === ]
2. Закон движения точки по известной траектории по аналогии с 

(1.58) принимает вид: 
 

.))()()(()( 222
0 ∫ +++= dt

dt
dz

dt
dy

dt
dxsts                              (1.64) 

 
3. Алгебраическое значение скорости определяется по формуле 

(1.51), но теперь с использованием функции )(ts , которая получится из 
(1.64).  

4. Проекции векторов скорости и ускорения и их модули имеют 
вид (по аналогии с (1.59)): 

dt
dva

dt
dv

a
dt

dv
a

dt
dzv

dt
dyv

dt
dxv z

z
y

y
x

xzyx ====== ,,,,, .       (1.65) 

 

             222
zyx vvvv ++= ,               222

zyx aaaa ++= .                   (1.66) 

      
5. Алгебраические величины ускорений (по аналогии с (1.62)). 
  
5а) Величина касательного  ускорения вычисляется по формуле: 
 

==
dt
dvaτ ( zzyyxx avavav ++ )/v .                              (1.67) 

 
5б) Величина нормального ускорения  и радиус кривизны траектории 

вычисляются по формулам, которые по форме совпадают с (1.62): 
 

22
τaaan −= ,                  .                          (1.68) nav /2=ρ

 
При вычислении нормального ускорения  по формулам (1.68) 

используются формулы (1.66), (1.67).   
na

В заключении данного параграфа рассмотрим примеры. 
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Пример 1.6. Точка движется в плоскости согласно уравнениям:  
ktax sin⋅= ,  ktay cos⋅= .                                         (а) 

Здесь ayx ,,  измеряются в метрах, величина  k  измеряется в  (1/cек),  1−с t  
измеряется в секундах. Текущее время t  может принимать любые значения из области 
значений 0≥t . Найти траекторию точки, закон движения точки по траектории 

)(tss = , величины скорости и ускорений точки. 
Решение. 1.Определим траекторию движения точки. Чтобы определить 

траекторию точки, необходимо избавиться от параметра t  в уравнениях движения (а). 
Для этого возведем уравнения движения в квадрат и сложим. 

tatayx 222222 cossin +=+ .      Или            .               (б) 222 ayx =+
Уравнение траектории – окружность с радиусом )(мaR = . 2. Изобразим 

траекторию на рис. 1 к примеру 1.6.  
 

y  
y  

 
 

2. Определим положение точки M  на траектории в начальный момент 
времени. Для этого подставим значение 00 == tt  в уравнения движения. Получим: 

ktatx sin)( ⋅= , .0)0sin()0()( 0 =⋅⋅== kaxtx  ,cos)( ktaty ⋅=  . 
. Другими словами, в начальный момент времени (в начале 

процесса движения), когда было 

)0()( 0 yty =
akaty =⋅⋅= )0cos()( 0

0=t , точка находилась в точке плоскости с 
координатами 0=x , )(мay = . Это вершина траектории. Начальное положение точки 
обозначено на рисунке точкой  (рис. 1 к примеру 1.6). В этой же точке поместим 
начало криволинейной системы координат . Тогда 

0M
sM 0 0)0( 0 == ss   при   0=t .  

3. Определим направление движения точки по траектории в окрестности 
момента времени 0=t . Для этого надо проанализировать уравнения движения (а). 
Графики функций  ktax sin⋅= , ktay cos⋅=  показаны на рис. 2 и 3 к примеру 1.5. 
Из них, в частности,  следует, что в интервале времени kt 2/0 π≤≤ (с) координата 
x возрастает до величины ax = , координата  уменьшается до значения y 0=y . 
Другими словами, при заданном законе движения точка M  движется по дуге 

x  

M  

Рис.2 к примеру 1.6 

v  

3M  

2M  

1M  

)(tss =  

M

0=s  

x  

naa =  

R  

Рис.1 к примеру 1.6 

0M  

ya  

s  

O  

xa  O  

R

090  

βугол  
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окружности  от точки  к точке . Движущаяся точка 10MM 0M 1M M  достигает точки 
траектории  в момент времени 1M ktt 2/1 π== . С учетом сказанного, направление 
положительного отсчета координат )(ts  выбрано в направлении движения точки
(чтобы работать с положительными числами-координатами точки M ), что показано на 
рис.1  к примеру 1.6. На том же рисунке показано произвольное положение точки  M  
и функция )(ts , которая определяет её координату.  

4. Определим закон движения  точки )(tss =   при  естественном способе 

задания движения.  По формуле  (1.57)   получаем:    dtyxds )( 22 && += = 

= dtktkaktka ))(sin)(cos( 222222 +  = dtak ⋅ .   Или  dtakds ⋅= . Тогда по 

(1.58)  имеем   .  Оси координат были выбраны в 

начальном положении точки , то есть при 

taksakdtsts ⋅+=+= ∫ 00)(

0M 0=t  имели  . С учетом 
последнего надо положить , и закон движения точки по траектории  

0)0( 0 == ss
00 =s )(tss =  

окончательно принимает в этом примере вид: 
 takts ⋅=)( .                                                    (в) 

Итак, точка движется по окружности радиуса aR = , уравнение которой задано 
соотношением  (б). То, как точка движется по траектории, описывается уравнением 

takts ⋅=)( .   Алгебраическое значение скорости точки вычисляется при естественном 
способе задания движения по формуле (1.51)  sdtdsv &== / . В рассматриваемом 
примере: 

constakv == .                                                   (г) 
По формуле (г) видно, что точка по траектории движется с постоянной по 

величине скоростью в положительном направлении оси .  Такое движение 
называется равномерным. Движущаяся точка от точки  траектории минуя точки 

, ,  снова к точке . При  равномерном движении   за равные 
промежутки времени точка проходит равные расстояния.  

sM 0
0M

1M 2M 3M 0M

Кроме того, из уравнения (в) и по форме траектории (замкнутая кривая) видно, 
что,  если процесс движения точки рассматривается на больших интервалах времени, 
то точка M  будет неоднократно оказываться в одних и тех же точках траектории.   
Полная длина траектории  вычисляется как длина окружности с радиусом L aR = . 

)(22 мaRL ππ == . Найдем время ∗t ,  за которое точка один раз «обежит» 
окружность и опять вернется в точку . Это будет тогда, когда координата точки 

. Отсюда 
0M

Lts =∗)( aakt π2=∗  и kt /2π=∗  (сек.). Принимая во внимание 
равномерность движения, можно утверждать, что в дальнейшем точка будет проходить 
точку траектории  в моменты времени  0M knntt n /2π== ∗∗  (сек.), где   ,...3,2,1=n

 Отметим попутно одну особенность естественного способа задания движения, 
которая проявилась в этом частном примере. Точка начала двигаться из точки , где 0M

0=s . В момент времени kt /2π=∗  она опять оказывается в этой точке, но 
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координата точки  Lakaktakts ==⋅=⋅= ∗∗ ππ 2/2)( . Кинематическая точка 
может попасть в эту геометрическую точку еще много раз. Но координаты её будут 
каждый раз другими: nLanknakntakts n ==⋅=⋅⋅= ∗∗ ππ 2/2)( . Это надо 
учитывать  при анализе движения тоски M . В отличие от сказанного, при 
координатном способе задания движения координаты движущейся точки M  всегда 
совпадают с геометрическими координатами соответствующих точек траектории. 
Действительно, ktax sin⋅= ,  ktay cos⋅= . В момент времени 0=t  имели 0=x , 

)(мay = . И в другие моменты времени  knt n /2π=∗   получаем: 
=⋅= ∗∗ nn ktatx sin)( 0/2sin =⋅ knka π . ∗∗ ⋅= ktaty n cos)( = aknka =⋅ /2cos π  

( целое положительное число).  Другими словами, если, например, вычислять 
координаты точки 

−n
M  только в моменты времени  knt n /2π=∗ , всегда получалось  

бы ,  .  В итоге может сложиться впечатление, что точка 
неподвижна, но это не так. Это говорит о том, что нужно проводить полный анализ 
движения точки.  

)0()( xtx n =∗ )0()( yty n =∗

Далее, в точку траектории  при первом пробеге точка 1M M  попадет в момент 
времени  или 4/1 ∗= tt kktt 2/4/225,01 ππ === ∗  (сек.), а в последующем она 
будет проходить эту точку в моменты времени ∗∗ −+= tttt nn 11 . Отсюда  

)/2()2/()/2(1 kkknt n πππ −+=  или  knt n 2/)34(1 π−=  (сек.). В точке – 
при первом пробеге точка 

2M
M  попадает в момент времени    или 2/2 ∗= tt

kktt /2/25,02 ππ === ∗  (сек.), а в последующем–в моменты времени 
knt n /)12(2 π−=  (сек.).  В точке  – при первом пробеге в момент времени    3M

ktt 2/3)4/3(3 π== ∗  (сек.),  а в последующем - в моменты времени 
knt n 2/)14(3 π−= . Во всех формулах этого примера  ,...3,2,1=n   

5. Определим касательное и нормальное ускорения точки  τa , , модуль 
полного ускорения точки и направление вектора полного ускорения точки. По 

(1.53):    . Тогда, с учетом (г) имеем: 

na

ρτ /,/ 2vadtdva n ==

)/(/)(,0 222 cмakaakaa n ===τ .                                   (д) 

Другими словами,  так как nn аaaa =+= 22
τ ,  то при 0=τa  модуль вектора 

полного ускорения  

naa = = .                                                      (е) )/( 22 cмak
Для траектории в виде окружности, как это имеет место в рассматриваемом 

примере, вектор нормального ускорения na  в каждой точке траектории направлен 
перпендикулярно к касательной к траектории.  Следовательно, вектор полного 
ускорения naa =   направлен в каждой точке траектории (в каждый момент времени) 
по радиусу к центру окружности – к точке О. 

6. Определим модуль вектора полного ускорения точки M  при 
координатном способе задания движения. Вектор полного ускорения точки a  по 
своей физической природе не должен зависеть от способов его определения (от
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 способов задания движения и систем координат).  Во всех системах координат он 
должен иметь одно и то же значение. 

2222
nyx aaaaa +=+= τ . 

С одной стороны, =+= 22
naaa τ )/( 22 cмak . Вектор полного ускорения 

точки a  в данном примере направлен, как вектор na , то есть по радиусу  окружности 

к ее центру О (рис.2 к примеру 1.6). С другой стороны, 22
yx aaa += . Здесь 

. С учетом (a)  yaxa yx &&&& == , ktakxax sin2−== && . . Тогда, ktakyay cos2−== &&

=+= 22
yx aaa  = )cos(sin)( 2222 ktktak +⋅  = , что совпадает с (е). 

Определим направление вектора 

)/( 22 cмak
a , пользуясь координатным способом  задания 

движения. Заметим, что тангенс угла наклона радиус- вектора точки  OM  к оси Ox :  
ctgktktaktaxytg MM === sin/cos/β . С другой стороны, как видно по рис.2 к 

примеру 1.6 тангенс угла наклона вектора полного ускорения а  к Ox  равен:  

. Это означает, что вектор полного 

ускорения 

ctgktktakktakaatg xy === sin/cos/ 22β
a  направлен по радиусу окружности (траектории) в точке М. Этот же 

результат   получили, пользуясь естественным способом задания движения. 
Пример 1.7. Уравнение движения точки в трехмерном пространстве задано 

координатным способом:  

kttztbtytbtx ==−= )(,cos)(,sin)( ωω .                                    (a) 

Здесь bzyx ,,,  измеряются в метрах, величина k  измеряется в cекм / , t  –  в 
секундах. Текущее время t  может принимать любые значения из области значений 

0≥t . Требуется определить траекторию точки, закон движения точки по траектории, 
определить вектора скорости и ускорения точки при координатном и естественном 
способах задания движения. 

Решение.  Сначала кинематические характеристики определим координатным 
способом, затем перейдем к естественному способу задания движения и найдем те же 
кинематические характеристики движения. 

1. Определим траекторию движения точки. Выразим параметр времени из 
третьего уравнения ( kzt /= ) и подставим в два первых. Получим пространственную 
кривую:  

 
k

zbx ⋅
−=

ωsin ,       
k

zby ⋅
=

ωcos   .                                    (б) 

Проанализируем эту кривую. Уравнения (а) уже являлись уравнениями 
траектории в параметрической форме. Из них видно, что кривая (а) отбрасывает на 
плоскость Oxy  тень (проецируется) в виде окружности радиуса . Действительно, 
возводя в квадрат первые два из уравнений (а) и складывая, получим  уравнение 

проекции траектории точки 

a

M на плоскость Oxy  в виде .  Это 
уравнение окружности на плоскости 

222 byx =+
Oxy  с центром в начале координат,  Оно же – 

уравнение круговой цилиндрической поверхности   с  осью Oz  (см. рис.1 к примеру). 
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Другими словами, точка M движется по цилиндрической поверхности, и ее траектория 
проецируется на плоскость Oxy  в виде окружности. 

 

z  

 
  Далее нужно определить, как точка движется по найденной поверхности. 

Обратимся опять к уравнениям движения (а). Как известно, функции  

имеют период 

tсost sin,

π2 (сек).  Функции   будут иметь 

период 

tbtytbtx ωω cos)(,sin)( =−=

ωπ /2=T  (сек). Следовательно, через каждые T cек координаты 
)(),( tytx точки М  будут повторяться. Другими словами, за каждый промежуток 

времени Tt =∆ сек точка М один раз обегает цилиндрическую поверхность. 
Одновременно меняется и координата  0)( >= kttz . Точка при этом движется вверх (в 
положительном направлении оси ). Так как  функция Oz kttz =)(  зависит линейно от 
параметра времени, то за равные промежутки времени t∆ = ωπ /2=T  (сек) точка 
поднимается на одну и ту же высоту . Для первого витка траектории имеем  h

ωπ /2)( ⋅=== kkTTzh .  
 Пространственная кривая, которая задается уравнениями типа (а) или (б), 

называется винтовой линией.  
Величина , равная расстоянию между двумя соседними витками 

траектории, называется шагом винтовой линии (рис.1). 
h
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Рис. 2 к задаче 1.7 
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Ось цилиндра, на поверхности которого лежит винтовая линия, может 
называться осью винтовой линии.  

Если взять кольцо, разрезать его в одном месте и в точке разреза поднять одно 
сечение над другим, можно получить один виток винтовой линии. Кроме того, если 
коэффициент k  в уравнениях (б) выразить через величину , получим еще одну 
форму записи траектории точки:  

h

h
zbx ⋅

−=
π2sin ,                 

h
zby ⋅

=
π2cos    .                                    (в) 

Итак, траекторией точки является винтовая линия с шагом ωπ /2⋅= kh .  
 2. Определим начальное положение точки на траектории. Подставим значение 

0=t  в уравнения движения (а). Получим . Другими 

словами, точка 

0)0(,)0(,0)0( === zbyx

M    начинает движение из  точки  (рис. 1).  0M
3. Определим вектор скорости точки. Скорость точки определим через проекции 

вектора скорости точки. С учетом уравнений (а) по формулам (1.33)  имеем: 
tbxvx ωω cos−== & , tbyvy ωω sin−== & ,  .             (г) kzvz == &

Или (см. уравнения движения (а)): 
)(cos)( tytbtvx ⋅−=−= ωωω ,   )(sin)( txtbtvy ⋅=−= ωωω ,   ,    (д) kzvz == &

где  . Тогда модуль вектора скорости будет равен (1.34): 222 byx =+
222
zyx vvvvv ++== = 2222 )( kyx ++ω = 222 kb +ω .             (е) 

Видим, что при заданном законе движения точки (a) точка M  движется по 
траектории с постоянной по величине скоростью (рис.1 к задаче). Однако вектор 
скорости v  (рис.1) не является постоянным вектором. Будучи направленным по 
касательной к траектории в каждой точке, он меняет свое направление в пространстве с 
течением времени.  Проекция вектора скорости v  на плоскость Oxy  обозначена xyv . 

На рис.2  вектор xyv  показан в моменты времени 0=t  и  )(
8
7 cекTt = . Пусть, как и 

раньше, 111 ,, γβα –углы, которые вектор скорости образует с положительными 
направлениями соответствующих осей . По формулам (1.35) будем иметь: OzOyOx ,,

||/cos|;|/cos|;|/cos 111 vvvvvv zyx === γβα . 

Учитывая равенство  == vv 222 kb +ω , легко получаем: 

v
ty

kb

tb )(coscos
2221

⋅−
=

+

⋅−
=

ω

ω

ωωα , 

v
tx

kb

tb )()sin(cos
2221

⋅
=

+

⋅−
=

ω

ω

ωωβ ,                         (ж) 

v
k

kb

k
=

+
=

2221cos
ω

γ . 

Интересно отметить, что угол наклона  вектора скорости v  к оси  (читай к 
образующей цилиндра) 

Oz
1γ  постоянен и не зависит от времени (третья из формул (ж)). 
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 Следовательно, вектор скорости точки и касательная к траектории точки пересекают 
образующие цилиндра под одним и тем же углом 1γ . Угол 1γ  называется углом 
наклона винтовой линии.  Если имеется таблица значений функций )(),(),( tztytx  
для разных моментов времени, то по формулам (г) – (ж) легко можно вычислить 
величины     xv , , , yv zv v , 1cos α , 1cos β , 1cos γ  в те же моменты времени, 
необходимые для построения вектора скорости v . 

 4. Определим вектор ускорения точки a . Ускорение точки определим через 
проекции вектора ускорения точки . По формулам  (1.38)  имеем: zyx aaa ,,

dt
dva

dt
dv

a
dt

dv
a z

z
y

y
x

x === ,, ,      222
zyx aaaaa ++== . 

 tb
dt

dv
a x

x ωω sin2== , tb
dt

dv
a y

y ωω cos2−== , 0==
dt

dv
a z

z .        (з) 

Или (см. уравнения движения (а)): 

)(sin 22 txtbax ωωω −== , , .          (и) )(cos 22 tytba y ωωω −=−= 0=za

При этом  .     Тогда    222 byx =+ 222
zyx aaaa ++= =  =+ )( 224 yxω  

= =+ )cos(sin 2242 ttb ωωω 242 ωω bb = .   Окончательно получаем:  
2ωba =  .                                                      (е) 

Пусть, как и раньше, 222 ,, γβα  – углы, которые вектор полного ускорения  
образует с положительными направлениями соответствующих осей . По 
формулам (1.41) с учетом (з) и (е) имеем: 

OzOyOx ,,

btxtaa x /)(sin||/cos 2 −=== ωα , 
btytaa y /)(cos||/cos 2 −=−== ωβ ,                  (к) 

0||/cos 2 == aa zγ . 
Таким образом, вектор полного ускорения определен, как по величине (формула 

(е)), так и по направлению (формулы (к)). Теперь о направлении вектора a . Во-
первых, так как 0=za , можно утверждать, что в процессе движения точки вектор 
полного ускорения a  всегда лежит в плоскостях, параллельных координатной 
плоскости Oxy . Определим направление вектора a  в указанных плоскостях. Пусть 
t принимает одно из следующих значений ωπ /2 ntn = . Здесь целое  
Другими словами, рассмотрим моменты времени, кратные времени 

,...2,1,0=n
ωπ /2=T  

движения точки по одному витку траектории. При 0=n   имеем  и  точка 00 =t
M находится в своем начальном на траектории положении . При  получим  

. Точка 
0M 1=n

Tt =1 M  пробежит один виток траектории и окажется в точке траектории 
строго над точкой  (см. рис.1 к примеру). Величина (модуль) вектора полного 

ускорения 

1M 0M

сonstba == 2ω .  В эти моменты времени 0cos 2 =α , 1cos 2 −=β  
( 0, 22 ≥βα ).  Следовательно, 2/2 πα = , πβ =2 . Последние два равенства 
определяют
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направление одного и того же вектора полного ускорения a . Угол 2α  отсчитывается 
от положительного направления оси , угол Ox 2β  – от положительного 
направления оси . Другими словами, вектор ускорения Oy a  направлен к оси 
цилиндра, на поверхности которого лежит траектория – винтовая линия (рис.3а к 

примеру). В качестве примера рассмотрим еще один момент времени ∗t . Пусть 

, то есть 2/πωϕ <= ∗t ωπ 2/0 << ∗t . Для определенности примем . 
Положение точки 

4/πωϕ =⋅= ∗t
М на траектории обозначим точкой . Направление вектора 2М a  в 

точке  определяется соотношениями (к):   2M 2/2sincos 2 == ∗tωα ,  

2/2coscos 2 −=−= ∗tωβ . Так как  , то 2/0 πω << ∗t 0cos 2 >α , 

0cos 2 <β . Отсюда  2/0 2 πα << , 2/32/ 2 πβπ << . Следовательно, как и нужно 
было ожидать, вектор a  направлен в сторону вогнутости траектории. Но из этого пока 
не следует, что вектор a  направлен строго к оси винтовой линии. Введем в 
рассмотрение угол ψ  (рис. 3Б к примеру).  Тогда ψπα += 2/32 , ψπβ +=2 .  По 
формулам приведения будем иметь: 

ϕωψψπα sinsinsin)2/3cos(cos 2 ===+= t . 
Аналогично  

ϕωψψπβ coscoscos)cos(cos 2 −=−=−=+= t . 

Следовательно,  ∗== tωϕψ . Другими словами (см. рис. 3б к примеру), вектор полного 
ускорения a  направлен к оси винтовой линии. 

5. Определим вектор касательного ускорения точки. Величину касательного 
ускорения точки в нашем случае можно определить прямо по формуле (1.67), не зная 
еще закона движения точки по траектории )(tss = . vavavava zzyyxx /)( ++=τ = 

= . Итак, 
величина касательного ускорения 

0/)0)cos)(sin()sin)(cos(( 22 =+−−+− vtbtbtbtb ωωωωωωωω
0=τa . Следовательно, и сам вектор касательного 

ускорения равен нулю .0=τa   
6. Определим вектор нормального ускорения точки. Так как вектор полного 

ускорения a  при разных способах задания движения точки представляется как 
nzyx aaaaaa +=++= τ , то с учетом равенства 0=τa  получаем naa = . 

Другими словами, вектор полного ускорения точки a  равен вектору нормального 
ускорения точки na . Следовательно, вектор na  направлен так же, как вектор полного 

ускорения  a , к оси винтовой линии и равен . 2ωbaan ==
7. Определим радиус кривизны траектории ρ . Радиус кривизны траектории 

можно определить исходя из кинематических соображений, не привлекая геометрию 
пространственных кривых. Действительно, из  формулы (1.55) имеем:  

соnstbkbbkbav n =+=+== 222222 //)(/ ωωωρ .                 ( l ) 
Из формулы ( l ) видим, что радиус кривизны ρ винтовой линии во всех ее точках 

один и тот же. 
8. Определим закон движения точки )(tss =  по траектории (это нужно при 

естественном способе задания движения). По (1.64) и с учетом (е) имеем:
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∫ +++= dt
dt
dz

dt
dy

dt
dxsts ))()()(()( 222

0 = =+++ ∫ dtvvvs zyx )( 222
0  

= =+ ∫ dtvs0 ∫ =++ dtkbs 222
0 ω tkbs )( 222

0 ++ ω . 

Итак,     tkbsts )()( 222
0 ++= ω . 

В рассматриваемом примере в момент времени 0=t  точка M находилась в точке 
траектории, обозначенной буквой  (0M byx == ,0 ,  см. рис.1 к примеру). Пусть 
начало криволинейной системы координат принято в той же точке , направление 
положительного отсчета криволинейных координат 

0M
s  пусть совпадает с направлением 

движения точки (рис.1 к примеру). Тогда в системе координат   при sM 0 0=t  должны  

иметь:   0)(0)0( 222
0 ⋅++== kbss ω .  Отсюда 00 =s  и закон криволинейного 

движения в рассматриваемом примере принимает вид: 222)( kbtts +⋅= ω .   Или     
                                          vtts ⋅=)( .                                                            (м) 

Итак, движение точки исследовано двумя способами. 
 
§1.10. Законы равномерного и равнопеременного  

движений точки 
 

1. Прямолинейное  равномерное  движение точки 
 

1.30.Движение точки называется прямолинейным, если 
траектория точки – прямая линия.  

1.31. Прямолинейное движение точки будет еще и равномерным, 
если точка движется с постоянной скоростью.  

Для прямолинейного равномерного движения радиус кривизны 
траектории постоянен и равен бесконечности ( ∞=ρ ). constv = , 0=na  

(так как 0 ), /2 == ρvan 0=τa (так как dtdvа /=τ =0) и, как следствие, 
вектор полного ускорения 0=+= naaa τ . При прямолинейном движении 
вектор скорости точки направлен параллельно траектории движения 
(лежит на траектории) в сторону движения точки,       координатный и 
естественный способы задания движения полностью совпадают. Направим 
ось Оx  по  траектории в направлении движения точки (рис.1.12).  
Положение точки определяется одной координатой и, следовательно, 
закон движения по прямой задается одной функцией 

)(txx = .    Пусть в начальный момент времени 0=t , точка M  находилась 
в точке прямой с координатой 0)0( xx =  (рис.1.12).
Необходимость в индексе  х отпадает, так как движение точки происходит 
только вдоль одной оси .   Тогда Ox constvvx == , 0== zy vv , 0== aax
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 (это следует из условия прямолинейности и равномерности движения), 
 (это следует из условия прямолинейности движения). 

Алгебраическое значение скорости вычисляется, как известно, по формуле  
0== zy aa

dtdxv /= .   

0  

v  
м72  

х  

Рис. к примеру 1.8 

 
Проинтегрируем это равенство при   условии равномерности 

движения constvvx == .  
dtdxv /= ,          vdtdx = ,           ,            ∫ ∫= vdtdx Cvtx += , 

где С – постоянная интегрирования. Для определения константы 
интегрирования воспользуемся начальным условием: при 0=t , 0)0( xx = . 
Это приводит к уравнению Cvxx +⋅== 0)0( 0 . Отсюда . Отсюда же  
следует и механический смысл константы интегрирования 

0xC =
C  – это 

начальная  координата точки M .   
Окончательно уравнение равномерного прямолинейного движения  

точки и  закон изменения  скорости этой точки принимают вид:   
 

  ,  vtxx += 0 txxv /)( 0−= .                                        (1.69) 
 

Напомним, что в (1.69) величина скорости v  может быть 
положительна ( 0>v , точка движется в положительном направлении оси 

) или отрицательна ( 0Ox <v , точка движется в отрицательном 
направлении оси ). Если обозначить = Ox L 0xx −  – путь, пройденный 
точкой в одном направлении за рассматриваемый промежуток времени, то 
модуль вектора скорости точки можно вычислить по формуле  tLv /= .   

Пример 1.8. Скорость движения 
эскалатора метрополитена равна часкм /6,3 . 
Определить скорость движения в секм /  и 
время, за которое эскалатор с пассажиром 
переместиться на расстояние мL 72= . 

Решение. Точки эскалатора совершают 
одинаковые прямолинейные равномерные  
движения. Поэтому достаточно
 рассмотреть движение любой ступеньки с 
пассажиром. Систему координат выберем так, 
как показано на рисунке к примеру. Тогда: 

 

L
v  x  

0xx =  M  

0=x  )(txx =  

Рис.1.12
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секмчаскмv /1
3600

10006,3/6,3 =
⋅

== . 

сек
v
L

v
ххt 72

1
720 ===

−
= . 

2.Равнопеременное прямолинейное движение точки 
 

1.32. Равнопеременным прямолинейным ( ∞=ρ , ) 
движением точки называется такое движение точки,  при котором   
модуль величины касательного ускорения 

0/2 == ρvan

τa  постоянен ( consta =τ ).  
Пусть ось Оx совпадает с траекторией движения (рис. 1.12). 

Координатный и естественный способы задания движения полностью 
совпадают. Тогда  constaaa x ===τ . Другими словами, вектор полного 
ускорения точки a  направлен по траектории движения точки (по оси Оx) и 
в данном случае равен своим составляющим xaaa == τ . Потребность в 
индексе x опять отпадает. Определим закон изменения величины скорости 
точки и закон движения точки. Пусть при 0=t , 0)0( xx = , 0)0()0( vvv x == . 
Здесь постоянные  – координата точки траектории, с которой 
началось движение материальной точки 

00 ,vx
M , и скорость, с которой точка 

M  начала движение, соответственно. Касательное ускорение точки 
aadtdv == τ/ . Проинтегрируем один  раз это уравнение с учетом 

начальных условий.  
dtadv ⋅= ,   .  После вычисления интеграла и определения 

константы интегрирования  окончательно получим: 
∫ ∫ ⋅= dtadv

 
   ,         (0vtav +⋅= ,consta =  v0=const).                              (1.70) 

 
Итак, при равнопеременном прямолинейном движении 

алгебраическое значение скорости определяется по формуле (1.70).  В этой 
формуле   – алгебраические величины, то есть они могут быть 
положительными или отрицательными. Интегрируя  полученное равенство 
(1.70) еще один раз с учетом равенства  

0,, vav

dtdxv /= ,    получим уравнение 
движения: dtdxv /= ,  dtdx / = 0vatv += ,  

       ,     ,   dtvdtatdx ⋅+⋅= 0 ∫ ∫∫ += dtvatdtdx 0 ⋅++= 00
2

2
xtvatx  

        При интегрировании равенства (1.70) было учтено,  что consta =   
и,  что при  0=t ,    ,     0)0( xx = 0)0()0( vvv x == .  Окончательно для 
прямолинейного равнопеременного движения получаем закон изменения
скорости и закон движения:
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0vtav +⋅= ,         ( ,consta =  v0=const).                        (1.71) 
 

⋅++= 00
2

2
xtvatx                                              (1.72) 

 
Итак, при равнопеременном ( consta = ) прямолинейном движении 

закон движения точки определяется параболической  функцией (1.72), а 
закон изменения скорости определяется линейной функцией (1.71). 

 
3. Равномерное криволинейное движение точки 
 
1.33. Равномерным криволинейным движением точки называется 

такое движение точки, при котором точка движется по 
криволинейной траектории так, что  алгебраическое значение 
скорости v  все время остается постоянным.  

 
На траектории введем 

криволинейную систему 
координат , ось которой 
полностью повторяет форму 
траектории. Так как   

Os

dtdva /=τ ,  а  constv =  по 
определению, то при этом  
способе движения 0=τa . 
Величина нормального 
ускорения отлична от нуля      

.  Интегрируя уравнение ρ/2van = dtdsv /=  при начальных условиях 

,  получим:  0)0(,0 sst == vtss += 0 ,         tssv /)( 0−= .                             

M

 При прямолинейном равномерном движении было 
. Следовательно,  вектор полного ускорения 0, === xaaconstv 0=a . 

Тогда  вектор скорости точки  constv = . Другими словами, вектор 
скорости всегда имеет одну и ту же длину (модуль) и, будучи направлен по 
касательной к прямолинейной траектории, не меняет своего направления 
(лежит на самой траектории). При криволинейном равномерном движении 
точки алгебраическое значение скорости по-прежнему не меняется 
( 0, == τaconstv ), но вектор полного ускорения 0≠= naa . Здесь

0/2 ≠= ρvan . Следовательно, constv ≠ , так как dtvda /= .  Переменность 
вектора скорости в данном случае проявляется в том, что он, будучи при 

s  

na  

v  

na  

0=s  

v  

Рис.1.13 

0ss =  

)(tss =  
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движении точки направленным по касательной к траектории и имея все 
время одну и ту же длину ( constv = ), все время меняет свое направление, 
как показано на рис. 1.13 для двух точек траектории (для двух моментов 
времени движения). Отсюда следует вывод, что нормальная составляющая   
вектора полного ускорения точки na  влияет на изменение направления 
вектора скорости v . Окончательно, для равномерного криволинейного 
движения имеем: 

 
vtss += 0 ,     ,constv =     tssv /)( 0−= .                                 (1.73) 

 

.,,,,0 .
2

2

2
constvaaaava

dt
sd

dt
dva nnn ≠======

ρτ  .        (1.74) 

 
Здесь формулы (1.73) определяют закон движения точки и закон 

изменения алгебраического значения скорости точки. При этом вектор 
скорости направлен по касательной  к траектории в точке, а вектор 
полного ускорения направлен по нормали к траектории в точке, то есть 
перпендикулярно к вектору скорости. 

 
4. Равнопеременное криволинейное движение точки 

 
1.34. Равнопеременным криволинейным движением точки 

называется   движение, при котором модуль вектора касательного 
ускорения  точки  τa  остается постоянным в процессе движения 
( consta =τ ). 

  Пусть на некотором промежутке времени 10 ttt ≤≤  точка совершает 
равнопеременное криволинейное движение. Предполагается, что на 
траектории задана криволинейная система координат Os  и закон движения 
по траектории )(tss = . Из определения следует, что на этом промежутке 
времени  алгебраическая величина касательного ускорения 0>τa  или 

0<τa . Тогда:    dtdva /=τ       или     22 / dtsda =τ ,      так как    dtdsv /= . 
Интегрируя  первое равенство при начальных условиях 

,  получим  закон изменения алгебраической величины 00 )0(,0 vvt ==

скорости tavv τ+= 0 . Отсюда видим, что величина скорости v  в данном 
случае меняется по линейному закону, так как constaconstv == τ,0 . С 
другой стороны, видим, что τа  влияет на величину скорости движения 
точки. Подставим в равенство tavv τ+= 0  выражение dtdsv /=   и 
проинтегрируем полученное равенство еще один раз при начальных 



Краткий курс теоретической механики. Ч.2.  Кинематика       53                       
 

условиях  . Тогда, 00 )0(,0 sst == tavv τ+= 0 ,   tavdtds τ+= 0/ ,    

tdtadtvds τ+= 0 ,      ,   ∫∫∫ += dtadtvds τ0 2/2
00 tatvss τ++= . 

Отсюда видим, что координата точки  s  в данном случае меняется по 
параболическому закону, так как constaconstvconsts === τ,, 00 . 

Таким образом, закон движения точки и закон изменения 
алгебраической величины ее скорости при равнопеременном 
криволинейном движении имеют вид: 

 
2/2

00 tatvss τ++=                                      (1.75) 
 

tavv τ+= 0                                              (1.76) 
 
В этих формулах – координата начального положения точки и 

начальная алгебраическая величина скорости, соответственно. 
00 ,vs

1.35. Если при движении точки 0>⋅ τav , то движение будет 
ускоренным. В этом случае вектор скорости и вектор касательного 
ускорения направлены в одну сторону (сонаправлены) и модуль 
скорости возрастает.  

1.36. Если при движении точки 0<⋅ τav , то движение называется 
замедленным. В этом случае   вектор скорости и вектор касательного 
ускорения направлены в противоположные стороны (не сонаправлены) 
и модуль вектора скорости убывает. 

 
  § 1.11. Свободное прямолинейное движение точки  по    

  вертикали 
 
Рассмотрим два очень важных и часто встречающихся вида движения 

твердых тел – свободное падение тела с некоторой высоты без учета сил 
сопротивления воздуха и движение тела, брошенного вертикально вверх 
без учета сопротивления воздуха. В тех случаях, когда тело конечных 
размеров можно принимать за точку, оба эти случая можно рассмотреть с 
позиций теории равнопеременного движения точки при gа = . 
Здесь g – вектор ускорения свободного падения точки. Тогда, по (1.75) и 
(1.76) при прямолинейном вертикальном свободном падении для принятой 
системы координат с заменой оси х на ось z имеем:

00
2

2
ztvgtz ++= ,            0vgtv += .
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  Если тело падает без начальной 

скорости и из начала координат, то  

0,0 00 == zv  и  тогда 
2

2gtz = ,     

gtv = .  Если тело падает с высоты Н ,  

эти формулы принимают вид  
2

2
1gtН = ,   

1gtv = , где  – полное время падения 
тела с высоты 

1t
Н  до плоскости А . 

Выражая  из второго равенства и 
подставляя в первое, для значения 

вектора скорости в момент падения на плоскость 

1t

А  (см. рис.1.14) получим 
формулу: 

а) б) 
O

gHv 2= ,                                           (1.77) 
 

которая носит имя Галилео Галилея (1564–1642гг.). 
Если тело брошено вертикально вверх со скоростью , то для 

принятой системы координат (когда ось Оz направлена вверх, см. 1.14 б) 
законы изменения  скорости точки и закон движения точки  при 

 имеют вид:     

0v

0)0()0( 00 === zzиvv

tvgtz 0
2

2
+−= ,     0vgtv +−= . 

Когда точка достигает максимальной высоты подъема Hz = ,  
скорость 0=v  и из второго соотношения получаем   . Тогда 
первое равенство дает: 

gvt /0=

g
v

g
vv

g
vgH

22

2
00

02

2
0 =⋅+⋅−= . 

То есть максимальная высота подъема тела H , брошенного 
вертикально вверх  со скоростью ,  вычисляется по формуле:                 0v

   
g

vH
2

2
0= .                                                    (1.78)

С другой стороны, чтобы достичь заданной высоты подъема (см. (1.78)),   
тело надо бросить вертикально вверх со скоростью  

gHv 20 =   .                                           (1.79)
Последняя формула совпадает с формулой (1.77). Практическое 

применение формул (1.77)–(1.79) возможно только при движениях в 

g  

g  

А 

М  Н  

z  

 

v  

v  Н  

z  

O  

Рис. 1.14 
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пределах небольших высот Н , так как влияние сопротивления воздуха на 
скорость движения тела при получении этих формул не учитывалось. 

    
§ 1.12. Задачи по кинематике точки для самостоятельного 

решения  
 
Во всех задачах рекомендуется правая система координат. В плоской  правой 

системе координат на рисунках ось Ox  направлена вправо, а ось – вверх. В правой 
пространственной системе координат на рисунках ось Ox  направлена на наблюдателя, 
ось  – вправо, ось  – вверх. В ответах все кинематические характеристики 
даются в основных единицах системы СИ (м, сек). 

Oy

Oy Oz

 
Задача 1.4. Подъемный кран поднимает груз на высоту   за одну минуту. 

Определить среднюю скорость подъема груза, принимая его за точку. Ответ: . 
м20

cм /33,0
Задача 1.5. Поезд метрополитена проходит расстояние в  между двумя 

станциями за  Определить среднюю скорость поезда на этом отрезке пути в м/с и 
в км/час. Ответ:  

км5
.6мин

)./50(/889,13 часкмсм
Задача 1.6. Автомобиль по улицам города двигался  со скоростью 

,  еще  он двигался со скоростью , еще  он двигался со 
скоростью  и  простоял на светофорах. Определить среднюю скорость 
автомобиля в м/с и в км/час  за все время нахождения в пути. Ответ: 

.  

мин10
часкм /24 мин30 часкм /40 мин5

часкм /60 мин15

)/29(/056,8 часкмсм
Задача 1.7. Самолет совершает подъем в вертикальной плоскости  под углом 

 к горизонту с постоянной по величине скоростью . В момент 
начала наблюдения самолет имел координаты 

Oxy
030=α часкм /270

мyмx 300,100 00 == . Описать движение 
самолета координатным способом. Какой высоты достигнет самолет за  подъема. 
Ответ: 1) 

с20
αα sin75300,cos75100 tytx +=+= , 2)1050м. 

Задача 1.8. Картонная коробка с товаром при разгрузке скользит строго вниз по 
наклонной плоскости, установленной под углом к горизонту. Вектор скорости 
центра тяжести коробки постоянен по направлению и имеет в некоторый момент 
времени величину  . Найти модули горизонтальной и вертикальной 
составляющих вектора скорости в данный момент времени, принимая коробку за точку. 
Ответ: 

045

см /5,1

./061,1 смvv yx ==  

Задача1.9. Радиус-вектор точки определяется выражением kjtittr 5125)( 22 ++= . 
Записать закон движения точки координатным способом. Определить траекторию 
точки, модуль вектора перемещения точки и путь, пройденный точкой за .    Ответ:  с5
1)    (точка движется в плоскости 5,12,5 22 === ztytx )(5 мz = , параллельной 
координатной плоскости Oxy ). 2) Траектория точки – прямая 5/12xy = . 3) мr 325=∆ . 
4) .325мs =

Задача 1.10. Движение точки задано координатным способом 
. Построить траекторию точки, найти положение точки на 

траектории, модуль радиус-вектора точки, модули векторов скорости и ускорения 
)(4),(3 2 мtyмtx ==
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точки в момент времени  Ответ: 1) траектория точки – правая ветвь параболы 
;   2) 

.1ct =
9/4 2xy = ),(3)1( мx = ).(4)1( мy =   3) )/(73)1( смv = , 4) )./(8)1( 2смa =  

Задача 1.11. Уравнение движения точки задано векторным способом 
.cos4sin3)( tjtitr ππ ⋅+⋅=  Определить движение точки координатным способом, 

траекторию точки, положение точки на траектории в начальный момент времени и в 
момент времени , модуль и направление вектора скорости в момент времени ct 5,0=

.5,0 ct =  Ответ: 1) tytx ππ cos4,sin3 == . 2) Траектория точки – эллипс  

. 3) 14/3/ 2222 =+ yx )(4)0(),(0)0( мyмx == ; )(0)5,0(),(3)5,0( мyмx == . 4) 
)/(4)5,0( cмv π= , 1cos,0cos 11 −== βα , πβπα == 11 ,2/  . 

Задача 1.12. Уравнение движения снаряда – свободной точки, «брошенной» под 
углом α  к горизонту, когда не учитываются силы сопротивления, задается в виде  

oxtvx += αcos0 , .  Требуется определить, под каким углом 2/sin 2
00 gttvyy −+= α α  

к горизонту необходимо установить ствол орудия, чтобы поразить цель на расстоянии 
L=12000м., если снаряд вылетает из ствола со скоростью ./5200 смv =   В расчетах 

принять . Ответ: . 2/81,9 cмg = 0
2

0
1 09,77,91,12 == αα

Задача 1.13. Точка  М  движется по окружности 9  согласно уравнению  

(м). В начальный момент времени точка имела координаты 
. Направление отсчета криволинейных координат точки выбрано 

так, что значения 

22 =+ yx
23)( tts π=

)(0)0(),(3)0( мyмx ==
0>s  соответствуют обходу траектории против часовой стрелки. 

Определить и изобразить положение точки на траектории, векторы скорости, 
нормального, касательного и полного ускорений точки в момент времени .1ct =  
Ответ: при 0=t  получим 1) )(3 мs π= , )(0),(3 мyмx =−= ; 2) алгебраическое значение 
скорости )/(6 смv π= , вектор скорости перпендикулярен к оси Ox и направлен так, что 

06 <−= πyv ; 3) , вектор нормального ускорения )/(12 22 смan π= na  направлен к 

центру окружности по оси ; 4)  и направлен так же, как и вектор Ox )/(6 2смa πτ = v ; 

5) 2416 ππ +=a , вектор полного ускорения a  направлен по диагонали 
прямоугольника, построенного на векторах τa и na . 

Задача 1.14. Движение точки задано координатным способом  
(

tytgtx 2cos; ==
2/0 π≤≤ t ). Определить траекторию точки, положение точки на траектории,  

величину вектора скорости и вектора полного ускорения в момент времени 00 =t . 

Ответ: 1. Траектория точки – «локон» Марии Аньези , где ))(1/(1 2 мxy += ∞<≤ x0 . 

2. ; ; . )(1)0(),(0)0( мyмx == )/(1 смv = )/(2 2смa =
Задача 1.15. По заданному закону изменения алгебраической скорости )(tv  

вычислить величину касательного ускорения точки ) , определить закон движения ( 1taτ
точки естественным способом , вычислить координату точки  и путь , 
пройденный точкой к моменту времени 

)(ts )( 1ts )( 1tL

1tt =  для следующих вариантов: 1) , 

;  2) ;  3) ; 4) 

)/(3 смv =

ct 21 = ctсмttv 2),/)(1()( 1 =−= ctсмttv 1),/(cos2)( 1 == ππ
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)/(4)( 3 смttv = , .41 ct =   Ответ: 1) ,/0)2( смa =τ      

;  2) ,       

),(6)2(),(3)( мsмtts ==

)(6)2( мL = )/(1)2( 2смa −=τ );(1)2(),(0)2(),)(5,0()( 2 мLмsмttts ==−=

  3)      4) , 

, , . 

),/(0)1( 2смa =τ );(4)1(),(0)1(),(sin2)( мLмsмtts === π )/(192 2смa =τ

)()( 4 мtts = )(1086)4( мs = )(1086)4( мL =
Задача 1.16. Уравнения движения точки заданы координатным способом. Найти 

и изобразить на рисунке траекторию точки,  представить движение точки по 
траектории естественным способом )(tss = . Начало криволинейных координат, где  

,  расположить в начальном положении точки, где 0=s 0,0 == yx , а криволинейную 
ось   направить в сторону начального движения  точки (по направлению вектора 
скорости 

sO1
)( 1tv , где  – бесконечно малый момент времени в окрестности момента 

времени ).   1) 
1t

0=t );(54),(43 мtyмtx +=+−=   2)    3) 

 ; 4) . 

);(6),(85,2 22 мtyмtx =+=

),(cos мtex t= )(sin мtey t= )(sin4)(),(cos3)( 22 мktbtyмktbtx ==
 Ответ: 1) траектория точки прямая 3/313/4 +−= xy ,  , )(5)0(),(4)0( мyмx ==

)(5)( мtts = ; 2)траектория точки прямая 86/5,2 += yx , , 

; 3) траектория точки логарифмическая спираль , 

, 

)(0)0(),(8)0( мyмx ==

)(5,6)( 2 мtts = teyx 222 =+

)(0)0(),(1)0( мyмx == )1(2)( −= tets ; 4) траектория точки прямая bxy 43/4 +−= , 
, .  )(0)0(),(3)0( мyмbx == ktbkts 2sin5)( =

Задача 1.17. Уравнение движения снаряда – свободной точки в отсутствие сил 
сопротивления координатным способом задано в виде: ,  

. Найти: 1) траекторию точки; 2) время полета 

)(18,116 мtx =

)(),(905,486,506 2 секtмtty −= Tt =2  
и дальность полета снаряда; 3) время движения снаряда до высшей точки 
траектории  и максимальную высоту траектории 

Ltx =)( 2

1t H ; 4) закон изменения проекций 
векторов скорости и ускорения точки;  5) модули векторов полной скорости и полного 
ускорения точки в начальный момент времени и в момент времени  падения снаряда на 
Землю;  6) величину касательного ускорения в начальной точке траектории, в 
наивысшей точке траектории и в точке падения снаряда на Землю; 7) радиусы 
кривизны траектории 

τa

210 ,, ρρρ  в начальной точке траектории, в наивысшей точке 

траектории и в точке падения снаряда на Землю. Ответ: 1) , babaxby 4/)/2( 22 +−−=

)/1(10363393,362713,4 9 мba −⋅== ; 2)  )(335,103 cT = , )(5,12005 мL = ; 
3) ,  ;  4) )(668,512/1 cTt == )(13094 мH = ),/(18,116 смvx =  ),/(81,986,506 смtvy −=  

   ;    5)  

, ;   6) , 

,  ;   7) 

),/(0 2смax = )/(81,9 2смa y −= ),/(81,9)0(),/(520)0( 2
00 cмaacмvv ====

)/(520)(2 cмTvv == )/(81,9)( 2
2 cмTaa == )/(56,9)0( 2cмa =τ

)/(0)( 2
1 cмta =τ )/(56,9)( 2

2 cмta =τ )(91,122)(1,12290920 кмм ≈== ρρ , 
)(38,1)(9,13751 кмм ==ρ .

Задача 1.18. Тормозной путь современного исправного легкового автомобиля, 
движущегося на скорости 100 км/час, на ровном сухом участке пути не должен 
превышать 37 метров. Определить время торможения и ускорение (замедление) 
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автомобиля, предполагая, что при торможении движение можно считать 
прямолинейным равнопеременным, а автомобиль можно принимать за точку.  

Ответ: , . сt 664,2= 2/427,10 смa =
Задача 1.19. Молот механического  копра для забивки свай поднимается на 

высоту 3м и свободно падает, ударяя по свае. За сколько секунд после удара он 
занимает свое верхнее положение, если по свае производится 12 ударов в минуту.  

Ответ: 4,218c. 
Задача 1.20. Определить высоту здания, если известно, что оторвавшийся от 

крыши кусочек льда достигает Земли за 2,5с. ? Ответ: H=30,656м. 
Задача 1.21. Какой путь проходит свободно падающая точка в первую, вторую и 

пятую секунды своего падения. Ускорение свободного падения принять равным 9, 
81м/с.  Ответ: 4,91м, 14,72м, 44,15м. 

Задача 1.22. Нарезная часть ствола автомата Калашникова имеет длину 0,415м. 
Скорость вылета пули из ствола равна 715м/с. Считая, что пулю можно принять за 
точку и что пуля в стволе движется равноускоренно, определить ее ускорение при 
движении в стволе автомата. Ответ: 615933,73м/с (или 615, 934км/час). 

Задача 1.23. Кран поднимает железобетонную балку, которая при подъеме 
остается параллельной самой себе. Первые 3 секунды балка движется с ускорением 
0,6м/с, следующие 10с. балка движется равномерно, а последние 2с. балка движется 
равнозамедленно с ускорением  -0,9 м/с.  Определить высоту подъема балки принимая 
ее за точку. Ответ: H=22,5 м.  

 
Вопросы для самоконтроля к главе 1 
 
1. Что изучает кинематика точки?  
2. Что называется движением?  Что называется телом отсчета и системой отсчета? 
3.Что называется моментом времени, промежутком времени, начальным 

моментом  времени?   
4. Опишите понятие «кинематическая точка». 
5. Опишите три способа задания движения. 
6. Векторный способ задания движения. Вектор средней скорости точки, вектор 

скорости точки,  вектор среднего ускорения точки, вектор ускорения точки.  
7. Радиус-вектор точки изменяется: а) только по модулю, б) только по 

направлению.  Как при этом движется точка? 
8. Движение точки задано координатным способом .  

Определить и изобразить на рисунке траекторию точки и положение точки на 
траектории в  момент времени  

)(1),(2 мtyмtx +==

ct 21 = .  

9. Движение точки задано координатным способом .  В 
момент времени 

)(12),( 22 мtyмtx +==
ct 21 =  вычислить проекции вектора скорости и  вектора ускорения 

точки.
10. Как вычисляется модуль вектора скорости точки и модуль вектора ускорения 

точки, если известны проекции указанных векторов ?  zyxzyx aaavvv ,,,,,
11. Вычислить модуль вектора скорости и модуль вектора ускорения точки в 

момент   времени , если ct 1= ))(exp(),)(2/sin(),(3 мtvмtvмtv zyx === π . 
 
11. Как движется точка, если в любой момент времени  0,0 =≠≠ zyx vvv ? 
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12. Опишите переход от координатного способа задания движения к векторному  
способу  задания движения и наоборот. 

13. Как направлены оси естественного трехгранника MbMnM ,,τ , построенные в 
точке M  траектории? 

14. Опишите естественный способ задания движения. Чему равны проекции 
вектора   скорости  на оси естественного трехгранника?  bn vvv ,,τ

15. Как при естественном способе задания движения называется проекция вектора  
      скорости на касательную τv τM к траектории в точке M ? 
16. Как вычисляются проекции вектора ускорения  на оси естественного  naa ,τ
      трехгранника? 
17. Какое движение точки называется ускоренным, а  какое движение – 

замедленным? 
18. Как движется точка, если 0>vaτ , 0<vaτ ? 
19. Как перейти от координатного способа задания движения к естественному 

способу  задания  движения? 
20. Какое движение называется прямолинейным? 
21. Пусть движение точки задано координатным способом:  . По 

какой формуле можно  найти  величину касательного ускорения  
)(),( tyytxx ==

?τa

22.Движение точки задано координатным способом: . 
Определить траекторию точки и найти ее радиус кривизны 

)(),( 2 мtyмtx ==
)(мρ  в точке . 0== yx

24. Дайте понятия равномерного и равнопеременного движений. Запишите 
основные уравнения этих движений. 

25. По какой траектории движется точка, если constaa n == ,0τ ? 



60    Глава  2. § 2.1.  Поступательное движение твердого тела    
 

ГЛАВА 2.  ПОСТУПАТЕЛЬНОЕ И ВРАЩАТЕЛЬНОЕ 
ДВИЖЕНИЯ  ТВЕРДОГО ТЕЛА 
 

В первой главе изучили кинематику точки – то есть движение объекта, который 
не имеет ни формы, ни размеров и не был связан с телами конечных размеров. 
Переходим к кинематике твердого тела, то есть к изучению различных видов движения 
твердых тел. Изучив движение тела, всегда будем переходить к определению 
кинематических характеристик движения отдельных точек этого тела. 
                    

§ 2.1. Поступательное движение твердого тела 
 
     2.1. Поступательным называется такое движение твердого тела, 
при котором любая прямая АВ, мысленно проведенная в этом теле, 
движется, оставаясь параллельной своему начальному направлению 
(рис.2.1). 

Bv  

 
Классическим примером тела, совершающего поступательное 

движение, является спарник паровоза. На фото 1 спарники показаны 
стрелками. Они параллельны рельсам. На рис. 2.2 спарник схематично 
изображен стержнем CD.  Спарник блокирует колеса тепловоза и при 
вращении колес остается параллельным самому себе, то есть движется 
поступательно.  Точки спарника  С и D, равно как и все другие точки 
спарника, описывают одинаковые по форме  траектории в виде циклоиды. 

Еще одним примером поступательного движения является движение 
кабин «колес обозрения». Принципиальная схема движения всех, даже 
самых знаменитых колес обозрения мира, одинакова. На фото 2 показано 
детское колесо обозрения, которое приводится в движение людьми. На 
фотографии четко видна параллельность всех сидений в разных их 
положениях. Само колесо вращается, а сидения для детей движутся 
поступательно.  
      2.2. Основная теорема  поступательного движения.  При 
поступательном движении все точки тела описывают 

С  

Aa  

Ba  

Av  

В  

А  

С  D  
D

Рис. 2.2 Рис. 2.1 
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тождественные параллельные траектории и имеют в каждый 
момент времени одинаковые векторы   скорости и ускорения BA vv = ,   

BA aa = .     А  и  В – две произвольные точки  тела (рис.2.3).   
 
 

                                                                                               Фото 1 

 
                                                                                                   Фото 2 

  
 
Примечание. Две кривые называются тождественными, если они совпадают при 

наложении. Совпадающие точки тождественных кривых называются 
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соответствующими. Две тождественные кривые называются параллельными, 
если касательные к ним, проведенные в соответствующих точках, параллельны. 

Доказательство. Рассмотрим поступательное движение твердого тела 
в некоторой неподвижной системе отсчета (рис.2.3). На теле выберем 
две произвольные точки 

Oxyz
А  и В . Эти точки вместе с телом совершают 

движение. Законы движения этих точек зададим векторным способом: 
),(trr AA = )(trr BB = .  В точке  A  с телом жестко свяжем подвижную 

систему координат , оси которой параллельны осям неподвижной 
системы координат .  Система координат  вместе с телом 
будет совершать поступательное движение. Положение точки 

111 zyAx
Oxyz 111 zyAx

B  в 
подвижной системе координат  определяется радиус - вектором 111 zyAx
AB . Вектор AB  – постоянный вектор, так как длина его постоянна в силу 
принятой гипотезы об абсолютно твердом теле, а направление его в 
пространстве не изменяется в силу поступательности движения, 
совершаемого телом. Тогда, применяя правило треугольника для сложения 
векторов, получаем (см. рис. 2.3а):  

ABrr AB += .                                             (∗ ) 
 

1z  z

 
Продифференцируем по времени  равенство (∗ ). С учетом 

0/)( =dtABd  (так как AB =const ),  получаем: 

dt
rd

dt
rd AB = . 

Последнее равенство  с учетом (1.13) можем записать:  
 

AB vv = .                                                )(∗∗  
Другими словами,  векторы скоростей двух произвольных точек тела, 

совершающего поступательное движение, равны. Следовательно, векторы  
скоростей всех точек тела равны. Чтобы доказать равенство векторов

1x  

x  

1y  

Bv  Av  

Bv  

)(
)(

trr
trr

BB

AA
=
=

 
Ar  

y  
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А ВАВ  
А

В  
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Рис. 2.3б Рис. 2.3а 
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ускорений точек, продифференцируем еще раз равенство .    Имеем: )(∗∗

dt
vd

dt
vd AB = . 

C учетом формулы  (1.15) получим: 
AB aa = . 

Следовательно,  в силу произвольности выбора точек А  и В , векторы  
полных ускорений  всех точек тела тоже равны.  

Тождественность траекторий   точек А  и В  тела следует из того, 
что эти траектории, при необходимости, можно получить одну из другой 
параллельным смещением одной из них на величину  АВ . Следовательно,  
в силу произвольности выбора точек А  и В , можно утверждать, что и 
траектории всех точек тела тождественны и параллельны. Теорема 
доказана.  

 

В  

  
Рисунок 2.4 иллюстрирует качественную картину расположения 

векторов скоростей и ускорений  трех точек твердого тела (само тело не 
показано – оно может иметь произвольную форму и размеры), 
совершающего в некоторый  момент времени поступательное движение.  
Из теоремы, в частности, следует, что  одинаковыми по величине и 
параллельными оказываются и векторы касательных τa  и нормальных na  
ускорений различных точек тела, так как вектор полного ускорения 

naaa += τ , а траектории точек тождественны и параллельны.  
 

Уравнения поступательного движения твердого тела 
 

Из основной теоремы поступательного движения следует, что 
положение тела в пространстве в любой момент времени при 
поступательном движении можно определить, зная   закон движения одной 

),( CBAv  

C
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у  

х  Рис. 2.4б Рис. 2.4а 
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его точки. Например, точки  А  (см. рис.2.4). Тогда при координатном 
способе задания движения точки (§ 1.4.) эти уравнения будут иметь вид: 

 
             ).(),(),( tzztyytxx AAAAAA ===                                  (2.1) 

 
Если уравнения (2.1) известны, то уравнение траектории точки А  в 

канонической форме определится  исключением параметра времени в 
уравнениях (2.1).   Чтобы получить траекторию точки  (рис. 2.4а),  надо 
будет просто траекторию точки 

С
А  параллельно самой себе переместить в 

направлении вектора АС .  
Проекции векторов скорости и ускорения точки А , следовательно, и 

всех других точек тела на оси неподвижной системы координат, 
вычисляются по формулам (1.33), (1.38) . 

 

AzAyAx zvyvxv &&& === ,, ,         , AzAyAx zayaxa &&&&&& === ,,
222
zyx vvvv ++= ,                         222

zyx aaaa ++= . 
 

Если известна траектория какой-либо точки тела, совершающего 
поступательное движение, то движение этой точки А   можно задать и 
естественным способом: 

 
)(tss АА = .                                               (2.2) 

 
Величины алгебраической скорости, касательного и нормального 

ускорений  точек тела находятся теперь по формулам (1.53), (1.55). 
2.3. Уравнения (2.1), (2.2) называются уравнениями 

поступательного движения твердого тела.  
Пример 2.1. Кривошипный механизм  состоит из двух вращающихся 

параллельных невесомых стержней (кривошипов)  и , соединенных с 
неподвижным основанием с помощью цилиндрических шарниров в точках  и  .  В 
точках 

OABD
OA DB

O D
A  и B  кривошипы с помощью подвижных цилиндрических шарниров 

соединены с невесомым стержнем  AВ , на котором с помощью цилиндрических 
шарниров установлены стержни АС  и ВС . Треугольник АВС  – прямоугольный, 
причем   = .   Длины АС мВС 9,0= мDBOA 5,1== . Вектор скорости точки A  образует 

с кривошипом  угол в и равен по величине OA 090 смvA /3= . В показанном на 
рисунке 1 к примеру 2.1 положении механизма определить: 1) Величину и направление 
вектора скорости cv  точки С. 2) Угол α , который образует вектор cv  со стороной 
треугольника AC . 3) Траекторию точки С. 4) Радиус кривизны траектории точки С.  
5) Величину и направление вектора нормального ускорения   n

ca .  
Решение. На рис. 1 дано условие задачи.  Рис.2 сопровождает  решение задачи. 

Заметим, что в процессе движения всего механизма параллелограмм   остаетсяOABD
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Cv  

 
параллелограммом. Следовательно, сторона AB  остается параллельной стороне . 
Но стержень 

OD
AB  одновременно принадлежит и параллелограмму , и 

треугольнику . Тогда при движении механизма сторона 
OABD

АВС AB  треугольника все 
время будет оставаться параллельной самой себе, а жесткая фигура треугольника   
движется поступательно. По основной теореме поступательного движения утверждаем, 
что 

АВС

Ac vv = .  Эти векторы параллельны и модули их равны, что показано на рис. 2.  
. Чтобы определить угол смvc /3= α  между вектором cv  и стороной треугольника 

AC , проведем через точки А  и  две штрихпунктирные прямые, параллельные 
прямой  (или  

С
OD AB ).  С учетом того, что ,  найдем у узлов 045=∠=∠ CBACAB A  и 

 углы, показанные на рис.2.  Между вектором C cv  и стороной  образуется угол 

.  Траектории точек 

AC
000 754530 =+=α А  и  по основной теореме поступательного 

движения тоже одинаковы.  Из рисунков видно, что точка 
С

А  движется по окружности с 
центром в точке , так как О constOA =  в любой момент времени. Радиус кривизны 
окружности  мOAR 5,1===ρ . Точка  С  движется по окружности того же радиуса. 
Где центр этой окружности .   Известно, что вектор скорости любой точки 
направлен по касательной к траектории в каждый момент времени. Радиус кривизны 
кривой в точке перпендикулярен касательной, проведенной в этой же точке. То есть 
перпендикулярен вектору скорости, если он известен. В этой задаче известен вектор 

1О

cv . Восстановим в точке  перпендикуляр к вектору  С cv  и,  отложив на нем отрезок 
,  находим центр окружности , по которой движется точка  С . 

Вектор нормального ускорения  

мOACO 5,11 == 1О
n
ca  направлен по радиусу кривизны траектории, то 

есть по линии  и равен  по величине .1CO 2
1

22 /65,1/9// cмCOvva cc
n
c ==== ρ

§ 2.2. Вращательное движение твердого тела относительно 
неподвижной оси 
        

Вращательное движение (вращение) вообще – одно из самых часто 
встречающихся движений твердых тел. Оно встречается и в «чистом» виде, когда ось 
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Рис. 1 к примеру 2.1 Рис. 2 к примеру 2.1 
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вращения тела неподвижна, и может быть одной из составляющих более сложного 
движения.  Вращаются, например, роторы турбин электростанций, коленчатый вал 
двигателя, карданный вал и шестерни коробки передач автомобиля, лопасти 
вентилятора, ротор генератора, вращается пуля в полете. При работе вращаются 
башенные краны, отдельные части экскаваторов, отдельные части стационарных 
бетономешалок и «миксеров», развозящих готовый бетон, кузов самосвала, многие 
части ручного электроинструмента, шпиндели  металлообрабатывающих станков и так 
далее и тому подобное.   

 
       2.4. Вращательным движением твердого тела вокруг неподвижной 
оси будем называть такое его движение, при котором хотя бы две 
точки тела остаются в покое (рис.2.5). 

2.5. Прямая, проходящая через две неподвижные точки 
вращающегося тела, называется осью вращения. 

 
 

 
Из этих определений следует, что прямая линия, являющаяся  осью  

вращения, может и не содержать   точек тела.  
Например, двери крепятся обычно с помощью двух подпятников (в 

быту они часто называются петлями). Осью вращения  является прямая, 
которая проходит  и  через точки подпятников, и в пустоте между 
подпятниками.  

Ось полого цилиндра вообще не содержит материальных точек.  
На фотографиях  3 – 4 показано вращение крана  относительно 

неподвижной вертикальной оси, помеченной стрелкой. Неподвижность оси  
видна по положению оси относительно неподвижного тела – строящегося 
здания. На фото 2 показано вращающееся колесо обозрения.   Колесо 
вращается относительно неподвижной горизонтальной оси. «Кабинки», где 
сидят дети, движутся поступательно. 
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Фото 3 

 
.  

Фото 4 

 
 
Уравнение вращательного движения твердого тела относительно 

неподвижной оси 
 

Пусть в начальный момент времени тело, форма и размеры которого 
известны,  было в покое. Ось тела закрепим с помощью подпятника в точке 
А  и подшипника в точке В  (рис. 2.5а). Через ось вращения мысленно 
проведем две плоскости П  и , совпадающие в начальный момент 
времени. Одну из плоскостей 

1П
П  жестко закрепим (например, в 
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положении,  совпадающем с плоскостью рисунка), а вторую плоскость  
жестко соединим с телом. Тогда плоскость  будет вращаться вместе с 
телом (на рис. 2.5б  тело уже не показано), образуя некоторый угол с 
плоскостью 

1П
1П

П . Положение плоскости  можно определить одной 
функцией изменения угла. 

1П

  
 )(tϕϕ = .                                                       (2.3) 

 
2.6. Уравнение (2.3) называется уравнением вращательного 

движения твердого тела вокруг неподвижной  оси. 
2.7. Угол )(tϕϕ =  считается положительным, если при 

наблюдении с положительного конца оси Аz  вращение тела 
наблюдается происходящим против часовой стрелки. В противном 
случае угол считается отрицательным.  

Как видим, правило знаков для функции )(tϕϕ =  полностью 
совпадает с правилом знаков для моментов  силы относительно оси, 
которые рассматривались в статике.  Угол )(tϕϕ =  в уравнении (2.3) 
измеряется в радианах (см. приложение), то есть в безразмерных 
величинах. Направление вращения тела принято условно показывать 
дуговой стрелкой  (см. рис.2.5б ). 

2.8. Кинематическими характеристиками вращающегося тела 
являются угол поворота )(tϕϕ = , угловая скорость )(tωω =    и угловое 
ускорение )(tεε = .  

Средняя угловая скорость. По аналогии со средней (линейной) 
скоростью срv , вычисляемой по (1.12), вводится понятие средней угловой 
скорости срω . Пусть  за промежуток времени 01 ttt −=∆  тело совершает 
поворот на угол 01 ϕϕϕ −=∆ . Тогда  

 
срω = t∆∆ /ϕ .                                                    (2.4) 

 
2.9. Средней угловой скоростью тела называется алгебраическая 

величина, равная отношению приращения угла поворота тела ϕ∆  к 
приращению времени t∆ , за которое оно произошло. Если тело 
вращается против часовой стрелки,   срω >0,  если тело вращается по 
часовой стрелке, срω <0. 

Пример 2.2. Автомобиль, двигаясь прямолинейно, начал торможение  и 
остановился через 4с, пройдя путь мL 25= . Определить среднюю угловую скорость 
колес автомобиля за время торможения, если их радиус .75,0 мR =
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Решение. Полагая 0,0 == ϕt  в момент начала торможения, по (2.4) можно 

записать:               срω = )(
2

2/2/ 1

11
111

−=⋅== c
Rt

L
R

L
t

tnt
π

ππϕ . 

Здесь 1ϕ  – полный угол поворота колес на пути торможения в мL 25= , π2  – 
угол поворота колеса при одном его обороте,  –  число оборотов колес на пути 
торможения,  – время торможения. Подставляя исходные данные, получим 

.  Ответ: . 

n
ct 41 =

)(33,8 1−= ссрω )(33,8 1−= ссрω

Угловая скорость. Переходя к пределу в формуле (2.4)  при  0→∆t  
по аналогии с формулами для линейных скоростей точки (1.13), (1.33), 
(1.53), которые обсуждались в первой главе, можно записать: 

 

.
dt
dϕω =                                                (2.5) 

   
2.10. Угловой скоростью тела ω  называется алгебраическая 

величина, равная  первой производной  по времени от функции угла 
поворота тела )(tϕ .    

В основных единицах системы СИ угловые скорости срω  или ω  

вычисляются в рад/сек  (пишут еще так:  рад/с  или  1−с ). Угловая скорость 
– величина алгебраическая, то есть она может быть положительной, 
отрицательной и равной нулю. Зная правило знаков для  функции углов 
поворота )(tϕϕ = , получаем следующее правило знаков для функции 
угловой скорости ω . 

2.11. Если тело вращается против часовой стрелки, угловая 
скорость ω>0,  если тело вращается по часовой стрелке, ω<0. 

Направление угловой скорости ω  принято условно показывать 
дуговой стрелкой (рис. к примерам 2.3, 2.4). Как и в случае с вектором 
линейной скорости точки, который всегда направлен в сторону движения 
точки (глава 1), направление дуговой стрелки ω  всегда совпадает с 
направлением вращения тела. 

Пример 2.3. Закон вращательного движения твердого тела относительно 
неподвижной оси задан функцией  (рад). Определить угол поворота и 
угловую скорость тела в момент времени 

22 t⋅= πϕ
.21 ct =  

Решение. При c имеем 0=t 0=ϕ  (рад). Вычисляем угол поворота тела за 2с  
ππϕ 824)2( =⋅= (рад). Если учесть, что один полный оборот тела соответствует 

изменению угла на 28,62 =π (рад), можно заключить, что тело за 2с  повернулось 
вокруг оси вращения против направления движения часовой стрелки четыре раза. 
Угловая  скорость  tπϕω 4== & . В момент времени  имеем 

. Дуговые стрелки для  

.21 ct =

0)(8)/(8)2( 1 >== −ссрад ππω ϕ  и ω  должны быть направлены 
по направлению вращения тел
(в этой задаче в положительном направлении), как показано на рис. к примеру 2.3.   
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Пример 2.4. Закон вращательного движения твердого тела в форме 

прямоугольного параллелепипеда  относительно неподвижной оси  

 задан функцией  (рад). В начальный момент времени 
1111 DCBАВСDA

1OO 9/2t⋅−= πϕ 0=t  
положение параллелепипеда показано на рис. 1 к примеру 2.4 (фронтальная грань 

 параллельна плоскости рисунка). Определить угол поворота и угловую скорость 
тела в момент времени  За какое время тело сделает один полный оборот вокруг 
своей оси? 

АВСD
.31 ct =

 

 
Решение. Подставляя значение 0=t  в закон вращения тела, получим  

09/0 =⋅−= πϕ . Поэтому угол будем отсчитывать от плоскости, в которой в начальный 
момент времени лежит грань .  Кроме того, замечаем, что угол  АВСD 0≤ϕ  при любых 
значениях t . Следовательно,  тело вращается по часовой стрелке, как показано на рис.2 
к примеру 2.4. При  тело повернется на отрицательный угол 

. То есть тело сделало пол-оборота по часовой стрелке. К этому 
моменту времени передняя и задняя грани параллелепипеда поменяются местами. 
Параллелепипед займет положение, показанное на рис. 2 к примеру. Угловая скорость 
вращения параллелепипеда определяется формулой (2.5). В нашем случае 

ctt 31 ==

)(9/32 радππϕ −=⋅−=

9/2 t⋅−== πϕω & (рад/с). В момент времени ctt 31 ==  получим 
3/29/32 ππϕω −=⋅−== & (рад/с). Направление ω  совпадает с направлением  «угловой 

координаты» ϕ , что показано на рис. 2 к примеру.  Интересно отметить, что для того 
чтобы сделать еще пол-оборота, телу потребуется времени меньше трех секунд. Это 
видно из того, что модуль угловой скорости  тела все время растет пропорционально 
времени 9/2|||| t⋅== πϕω & (рад/с). С другой стороны, путем непосредственных 

вычислений найдем время  одного полного оборота: .   Отсюда 

время одного полного оборота 
2t ππϕ 29/2

2 −=⋅−= t
.24,4182 ct ==   Следовательно, вторые пол -оборота 

произойдут за промежуток времени  24,1324,4 =−=∆t (с).

z z  1O  1О  

Рис. к примеру 2.3 

ω  

ϕ  

.3ct =  0=t  
О  O  

z  

1B  

1A  

1C  

1D  

D

С  В  

А  

1B  

1A  

1C  

1D  

D  

С  В

А

ϕ  

ω  

Рис. 1 к примеру 2.4 Рис.2 к примеру 2. 4 
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Угловое ускорение. По аналогии с формулами для линейных ускорений  
точки (1.15), (1.38), (1.55), которые обсуждались в первой главе, можно 
записать выражение для среднего углового ускорения ( 01 ωωω −=∆ ):  

  tср ∆∆= /ωε .                                                     (2.6) 
2.12.Средним угловым ускорением тела называется алгебраическая 

величина, равная отношению приращения угловой скорости  к 
приращению времени t∆ , за которое оно произошло. 

Переходя к пределу в (2.6) при 0→∆t , получим 

 
dt
dωε = .           или           2

2

dt
d ϕε =  .                         (2.7) 

2.13.Угловым ускорением тела, вращающегося относительно 
неподвижной оси, называется алгебраическая величина,  равная первой 
производной  по времени от функции угловой скорости тела или 
второй производной от функции угла поворота.  

Угловое ускорение характеризует изменение угловой скорости с 
течением времени. В основных единицах системы СИ угловое ускорение 
вычисляется в (пишут еще  или  2/ секрад 2/ срад 2−с ). Угловое ускорение 
– величина алгебраическая, то есть она может быть положительной, 
отрицательной и равной нулю. Угловое ускорение тела тоже принято 
изображать дуговой стрелкой, приписывая ей определенное направление. 

2.14. Если знаки угловой скорости ω  и углового ускорения ε  
совпадают  ( 0>⋅εω ), то дуговые стрелки, изображающие ω  и ε , 
направлены в одну сторону.   Если знаки ω  и ε  не совпадают 
( 0<⋅εω ),  то дуговые стрелки, изображающие ω  и ε , направлены в 
разные стороны. 

 
§ 2.3. Законы равномерного и равнопеременного 

вращений 
 

Уравнение вращательного движения в общем виде записано в форме (2.3).  В этом 
параграфе будут получены явные  выражения  для функции )(tϕ  для описания очень 
часто встречающихся на практике вращательных движений. 

 
Равномерное вращение 

 
2.15. Вращение тела на промежутке времени 12 ttt −=∆  

называется    равномерным,   если угловая скорость тела в этом 
промежутке времени  постоянна (ω = const).   
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Из (2.5) следует: dtd ωϕ = . Проинтегрируем это равенство при ω = 

const.  Получим:  
∫ ∫ ⋅= dtd ωϕ .           Отсюда          .          (∫ +⋅=⋅= Сtdt ωωϕ ∗ ) 

Для определения постоянной интегрирования  примем начальные 
условия в виде:  

С
0)0(,0 ϕϕ ==t ,  где 0ϕ  – заданный начальный угол 

поворота.  Тогда уравнение (∗ ) при 0=t  принимает вид: С+⋅= 00 ωϕ . 
Находим 0ϕ=С .  Видим, что механический смысл постоянной  
интегрирования  – это начальный угол, с которого началось вращение 
тела. Окончательно, из  ( ) получаем: 

С
∗

 
0)( ϕωϕ +⋅= tt .                                            (2.8) 

 
2.16. Уравнение (2.8) называется законом равномерного вращения 

твердого тела относительно неподвижной оси. 
Если известными являются значения углов поворота тела в два 

момента времени, например, 11)( ϕϕ =t  и 22 )( ϕϕ =t , то из (2.8) можно 
найти постоянную величину  угловой скорости ω  в промежутке времени 

  ( ). 12 ttt −=∆ 12 tt >

t∆
−

= 12 ϕϕω .                                      (2.9) 

 
В технике для равномерно вращающегося тела угловая скорость 

задается количеством полных оборотов  )/( минобn , происходящим за 
одну минуту. Так как один полный оборот соответствует углу ϕ = 2π рад,   
то угловая скорость ω,  вычисленная в секрад/ , получиться после простых 
преобразований: 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

c
радn

сек
радn

мин
радn

3060
22 πππω . 

Итак (если  в n миноб / ),  
 

)(1,0)(
30

11 −− ≈= сncnπω  .                                     (2.10) 

 
Пример 2.5. Стрела башенного крана при повороте из состояния покоя делает 

0,9 об/мин (фото 3-4). Записать уравнение равномерного вращения стрелы и 
вычислить ее угловую скорость. 
=n

Решение. По формуле (2.10) получим:
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)(03,0
30

9,0)(
30

11 −− === сcn πππω . 

Отсчитывая углы поворота стрелы крана от ее положения в состоянии покоя 
(фото 3) и полагая тогда 00 =ϕ , по (2.8) получим закон вращения стрелы: 

tt ⋅= πϕ 03,0)( . 
 

Равнопеременное вращение 
 

2.17. Вращательное движение твердого тела на промежутке 
времени 12 ttt −=∆  называется равнопеременным, если угловое 
ускорение в этом промежутке времени постоянно( ε = const).   

 Интегрируя один раз первую из формул (2.7) при ε = const и 

начальных условиях , где constt === 0)0(,0 ωω 0ω  – начальная   угловая 

скорость,  получаем:  
                    0)( ωεω += tt .                                                   (2.11)  

2.18. Уравнение (2.11) называется законом изменения угловой 
скорости при равнопеременном вращательном движении твердого 
тела. 

2.19. Из формулы (2.11) видим, что,  если при вращательном 
движении на промежутке времени 12 ttt −=∆  модуль угловой скорости 
возрастает, то движение будет ускоренным ( 0>⋅εω , ω и ε имеют 
одинаковые знаки), в противном случае – замедленным ( 0<⋅ εω , ω и ε  
имеют разные знаки).  

Если известна угловая скорость тела в два момента времени, 
например, 11)( ωω =t  и 22 )( ωω =t , то из (2.11) можно найти постоянное 
угловое ускорение ε  в промежутке времени 12 ttt −=∆   ( ).  12 tt >

t∆
−

= 12 ωωε  .                                            (2.12) 

Интегрируя уравнение  (2.11), при начальных условиях 
, constt === 0)0(,0 ϕϕ const== 0)0( ωω , где 00,ωϕ  – начальные угол 

поворота и  угловая скорость соответственно,  получаем:  

2

2
00

tt εωϕϕ ++=                          (2.13) 

2.20. Уравнение (2.13) называется законом равнопеременного 
вращения  твердого тела. 

Пример 2.6. Якорь электродвигателя вращается, делая  =n 3000 об/мин. После 
выключения двигателя он остановился, сделав =m 1710 оборотов.  Считая его 
вращение   после   выключения    двигателя    равнопеременным    (равнозамедленным),  
определить модуль углового ускорения якоря. 
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Решение. Положим  0,0 0 == ϕt  в момент выключения двигателя. Тогда 

)(100)(30/)0( 11
0

−− === ccn ππωω . Такую угловую скорость имел якорь в 
момент выключения двигателя. Пусть якорь остановился в момент времени 1tt = , 
следовательно, 0)( 1 =tω , mt ⋅= πϕ 2)( 1 . Уравнения  (2.11), (2.13) для момента времени 

 при равнозамедленном движении принимают вид: 1tt =

010 ωε +−= t ,          
2

2
2

1
10

ttm εωπ −=⋅ . 

Из первого уравнения имеем: εω /01 =t . Подставим значение  во второе уравнение, 

имеем:                           

1t

ε
ω

ε

ωε
ε
ω

ωπ
22

2
2
0

2

2
00

0 =⋅−=⋅ m .         

 Тогда: 

 )(6,4
17104

10000
4

2
22

0 −=
⋅
⋅

== c
m π

π
π
ω

ε . 

Ответ. Угловое ускорение . 2/6,4 секрад=ε
Пример 2.7. Первоначально покоившееся тело, вращаясь равноускоренно, 

приобретает за  первые 15с угловую   скорость ω , равную   45 рад/с. Сколько оборотов 
сделало тело за 15с? 
     Решение. Пусть в начальном положении тела .00 рад=ϕ  По условию задачи, 
начальная угловая скорость тела срад /00 =ω . Так как тело вращается  
равноускоренно, то его угловое ускорение ε   и  угол  поворота ϕ  за  первые , 
вычисленные по формулам (2.12) и (2.13),  соответственно  равны:    

с15

20 /3
15
45 секрад

t
==

−
=

ωωε  и  
2

2
00

tt ⋅
++=
εωϕϕ .  В нашем случае  

радt 5,337
2
153

2

22
=

⋅
=

⋅
=
εϕ .  Зная угол поворота ϕ , по формуле nπϕ 2=  

определяется соответствующее ему число оборотов  тела :  n
74,5328,6/5,3372/ === πϕn  оборота. Ответ.  Тело сделало  74,53=n  оборота. 

 
  § 2.4. Скорости и ускорения точек вращающегося тела 

 
          Переходим  к определению скоростей и ускорений отдельных точек 
вращающегося тела. Пусть тело вращается ускоренно в положительном 
направлении  с угловой скоростью ω  и угловым ускорением ε . 
Простейшие наблюдения показывают, что все точки вращающегося тела 
движутся по окружностям, лежащим в параллельных плоскостях, 
перпендикулярных к оси вращения. Следовательно, вектор скорости Mv  
точки М  перпендикулярен плоскости  и направлен по касательной к 1П
траектории (перпендикулярно к радиусу окружности) в сторону вращения 
тела (рис. 2.6а, 2.6б). Кроме того, прямая линия, проходящая через любую 
точку тела М параллельно оси вращения, движется поступательно. 
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Следовательно, все точки тела, лежащие на этой прямой и равноудаленные 
от оси вращения, движутся с одинаковыми скоростями и ускорениями. 
Точка тела М и вид ее траектории сверху показаны на рис. 2.6б. 

Определим величины скоростей и ускорений произвольной точки М  
вращающегося тела, отстоящей на расстоянии  от оси вращения. Так как h

1M  

 
траектория точки известна, будем предполагать, что движение задано 
естественным способом )(tss = . Начало криволинейной системы 
координат и положительное направление оси  можно выбрать 
произвольно. В нашем случае начало принято на неподвижной плоскости 
П , а положительное направление оси   совпадает с направлением 
движения точки  (рис.2.6).   Тогда, по известному соотношению 

sМ0
ϕdhds ⋅=  

с учетом формулы для алгебраического значения скорости (1.53) и с 
учетом (2.5), получаем:   

h
dt
dhdtdhdtdsv ⋅==⋅== ωϕϕ // . 

 Окончательно,  
  hv ⋅=ω                                                 (2.14) 

 
2.21. Алгебраическая величина скорости точки  равна 

произведению угловой скорости тела 
v

ω     на  расстояние      от точки  h
тела до оси вращения.

2.22. Вектор скорости точки v  вращающегося тела лежит в 
плоскости, перпендикулярной к оси вращения и направлен 
перпендикулярно к радиусу траектории точки  по касательной к 
окружности  в сторону вращения тела (рис. 2.6 а,б).  

h

Из формулы (2.14) видно, что скорости точек линейно возрастают при 
удалении от оси вращения (рис. 2.8а). 

Mv  

1М  

Mv  

О  ϕd  

М

ds  
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s  
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Величины касательного  τа  и  нормального   ускорений точек тела 

определим по формулам (1.55) с учетом  формул (2.7), (2.14): 
nа

,εω
τ ⋅=== h

dt
dh

dt
dva  

Или 
ha ⋅= ετ .                                                (2.15) 

 
2.23. Алгебраическая величина касательного ускорения точки τа  

равна произведению углового ускорения  ε  тела на  расстояние  от 
точки тела  до оси вращения. 

h

2.24. Вектор касательного ускорения точки τa  вращающегося 
тела лежит в плоскости, перпендикулярной к оси вращения и 
направлен перпендикулярно к радиусу траектории точки  (по 
касательной к окружности) в направлении, соответствующем 
алгебраической величине  углового ускорения 

h

ε   (рис. 2.7б). 
hhhhvvan

22222 /// ωωρ ==== , 
 

han
2ω= .                                                    (2.16) 

 
2.25.Величина нормального ускорения точки  равна 

произведению квадрата угловой скорости вращающегося тела 
nа

ω  на  
расстояние  от точки тела  до оси вращения. h

2.26. Вектор нормального  ускорения точки na  вращающегося 
тела лежит в плоскости, перпендикулярной к оси вращения, и 
направлен по радиусу траектории точки  к оси вращения – центру 
кривизны траектории точки  (рис. 2.7б). 

h

На рис. 2.8а, 2.8б, 2.8в показаны законы изменения линейных 
скорости точки v , касательного ускорения точки τa  и нормального 
ускорения точки na  в зависимости от расстояния , соответственно. 
Направления векторов соответствуют картине вращения, представленной 
на рис. 2.7.  

h

Вектор полного ускорения а  можем построить по известным 
векторам касательного τа  и нормального nа  ускорений
 (рис.2.7б), пользуясь правилом параллелограмма, который в 
рассматриваемом случае переходит в прямоугольник.  Модуль вектора 
полного ускорения c учетом (2.15), (2.16) вычисляется по следующей 
формуле: 

4222 ωετ +=+= haaa n    .                           (2.17)
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Тангенс угла отклонения вектора полного ускорения а  от направления 
вектора нормального ускорения nа  вычисляется с учетом (1.57) по 
формуле: 

2ω
εµ τ ==

na
atg   .                                 (2.18) 

 
Отсюда видно,  что 0>µtg , если  0>τa . Другими словами, при 

0>µ  вектор полного ускорения точки тела, вращающегося относительно 
неподвижной оси, отклоняется от вектора nа   в направлении отсчет 
положительных углов вращения )(tϕ . 

z  

В  

 
§ 2.5. Векторное представление угла поворота,  угловой  

скорости и углового ускорения вращающегося тела 
 

Пусть твердое тело вращается относительно неподвижной оси . 
Пусть 

Оz
k  – единичный вектор этой оси, направленный в положительное 

направление оси. Введем три вектора скалярного аргумента по формулам:
 

ММ

а  
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v  
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О  
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Рис. 2.7б 
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ktt )()( ϕϕ = ,       ktktt )()()( ϕωω &== ,        ktktt )()()( ϕεε &&== .      (2.19) 
 

Здесь под проекциями векторов на ось , как это видно из формул 
(2.19), понимаются функции, заданные или вычисленные по (2.3), (2.5), 
(2.7). Кроме того, как видно из определения (2.19), имеют место 
дифференциальные зависимости:   

Оz

dtdt /)( ϕω =        и          22 //)( dtddtdt ϕωε == .           (2.20) 
2.27. Итак, за вектор угла поворота тела )(tϕϕ =  принимается 

вектор, длина (модуль) которого в некотором масштабе равна модулю 
функции )(tϕ , заданной  по формуле (2.3), приложенный в любой точке 
оси вращения и направленный по оси вращения в ту сторону, откуда 
вращение видно, происходящим против часовой стрелки.  

2.28. За вектор угловой скорости тела ω  принимается вектор, 
длина (модуль) которого в некотором масштабе равна модулю 
функции )(tω , вычисленной по формуле (2.5), приложенный в любой 
точке оси вращения и направленный по оси вращения в ту сторону, 
откуда вращение видно, происходящим против часовой стрелки.  

Векторы ϕ  и ω  определяют: 1) ось вращения, 2) направление 
вращения и величину углового перемещения (угла поворота), 3) числовое 
значение угловой скорости. При графическом изображении эти вектора 
изображаются в некоторых, возможно в разных, масштабах. 

2.29. За вектор углового ускорения  тела ε  принимается вектор, 
длина (модуль) которого в некотором масштабе равен модулю функции 

)(tε , вычисленной по формуле (2.7), приложенный в любой точке оси 
вращения и направленный по оси вращения.  

2.30. Направления векторов ω  и ε  совпадают при ускоренном 
вращении и не совпадают при замедленном. Другими словами, 
направление векторов  ε ,  ω  совпадают, если модуль вектора угловой 
скорости растет (см. 2.15), и они взаимно противоположны, если 
модуль угловой скорости убывает.

Пример 2.8. На рисунке к примеру 2.8 изображены десять вариантов 
вращательного движения тела. Направление вращения на рисунках показаны дуговыми 
стрелками ω . Направление вращения можно определить и по вектору ω , пользуясь 
правилом 2.28. На практике, чтобы по вектору ω  определить направление вращения 
тела, сделайте так : 1) сожмите правую руку в кулак, 2) отогните большой палец правой 
руки (так люди показывают, что дела у них идут отлично), 3) направьте большой палец 
по направлению вектора ω , 4) направление согнутых пальцев правой руки покажут 
направление вращения твердого тела. Обратно, если надо по известному направлению 
вращения (то есть по дуговой стрелочке ω )  определить направление вектора ω , то 
согнутые пальцы правой руки нужно расположить по направлению вращения, а 
отогнутый большой палец укажет направление вектора ω .
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        Тело вращается против часовой стрелки, если положительное направление оси  
совпадает с направлением вектора 

z
ω . По рис. к примеру 2.8  видим:  

а) тело вращается против часовой стрелки, ускоренно;  
б) тело вращается по часовой стрелке, ускоренно;  
в) тело вращается против часовой стрелки, замедленно;  
г) тело вращается по часовой стрелке, замедленно;  
д) тело вращается относительно наклонной оси против часовой стрелки, 

ускоренно; 
е) тело вращается относительно наклонной оси по часовой стрелке, замедленно;  
ж) тело вращается относительно горизонтальной оси против часовой стрелки, 

ускоренно; 
з) тело вращается относительно горизонтальной оси против часовой стрелки, 

замедленно;  
и) тело вращается относительно горизонтальной оси против часовой стрелки, 

равномерно ( 0=ε );   
к) тело вращается относительно горизонтальной оси по часовой стрелке, 

равномерно. 

zz  

 
      § 2.6. Векторы скорости и ускорения точки вращающегося 
тела 

Обратимся к рис. 2.9, на котором показаны ось вращения тела (само 
тело не показано, оно может быть любой формы), координатная плоскость 
П, от которой откладывается угол вращения тела )(tϕ  – угол между   
плоскостью  П  и подвижной плоскостью , проходящей через  точку М.  1П

2.31. Вектор скорости v  произвольной точки тела, вращающегося 
относительно неподвижной оси, равен векторному произведению 
вектора  угловой скорости тела ω  и радиуса-вектора r  этой же  
точки. 

rv ×=ω .                                             (2.21) 
 

Формула (2.21) называется формулой Эйлера. Утверждение  2.31 
будет доказано, если будет доказано, что полученный по формуле (2.21) 
вектор v  направлен в сторону вращения тела по касательной к траектории 
точки, а модуль вектора v  равен модулю величины скорости hv ⋅= ω , 

Рис. к примеру 2.8 
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вычисленной по формуле (2.14). Покажем, что это действительно так. 
Положение точки М определим радиус-вектором r , начало которого лежит 
на оси вращения тела, а конец упирается в точку М.   

z ω  
В  

 
 
Следовательно, радиус-вектор точки М  лежит в плоскости . 

Вектор 
1П

ω  направлен  по оси вращения по правилу 2.28. В нашем случае 
вектор ω  показан на рис.2.9а.  Чтобы найти направление вектора v , 
векторы ω  и r  не меняя их направлений, мысленно перенесем в точку М , 
как показано на рис.2.9а и 2.9б.  Принимая во внимание определение 
векторного произведения, вектор скорости v , вычисленный по формуле 
(2.21), должен быть направлен перпендикулярно заштрихованной 
плоскости, то есть плоскости , в которой лежат векторы сомножители  1П
ω  и r , в ту сторону, откуда кратчайший поворот от первого сомножителя  
ω  ко второму сомножителю  r  наблюдается происходящим против 
часовой стрелки. Следовательно, вектор скорости  v  направлен в 
направлении вращения тела, как показано на рис. 2.9а и 2.9б. Это в 
точности совпадает с направлением вектора скорости, которое 
определилось бы из   (2.14). Определим модуль вектора скорости по (2.21). 
По правилам векторной алгебры имеем для модуля векторного 
произведения: αω sin⋅⋅= rv = OM⋅ω = h⋅ω , где αsin⋅r = hOM =  
(рис.2.9а). То есть модуль вектора v , полученного по формуле (2.21) в точ-          
ности совпадает с модулем алгебраического значения скорости, 
полученным из (2.14). Что и требовалось доказать.  Формула (2.21) 
действительно определяет вектор скорости точки тела, вращающегося 
относительно неподвижной оси, и по направлению, и по величине.  

Вектор полного  ускорения точки в неподвижной системе отсчета 
вычисляется по формуле (1.15) . С учетом (2.21), (2.7), (1.13) получим: 

)()()()()( vr
dt
rdr

dt
dr

dt
d

dt
vda ×+×=×+×=×== ωεωωω .
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Пользуясь рассуждениями, с помощью которых был установлен 
механический смысл  векторного произведения (2.21) можно доказать, что 

)( ra ×= ετ                                                 (2.22) 
 

)( van ×= ω                                               (2.23) 
2.32. Вектор касательного ускорения  τа  произвольной точки 

тела, вращающегося относительно неподвижной оси, равен 
векторному произведению вектора углового ускорения тела ε  и 
радиуса – вектора этой же точки r . 

2.33. Вектор нормального ускорения na  произвольной точки тела, 
вращающегося относительно неподвижной оси, равен векторному 
произведению вектора угловой скорости тела ω  и вектора скорости 
этой же точки  v . 

Действительно (см. рис.2.9), вектор  )( r×ε  направлен так же, как  вектор 
vr =×ω  или в противоположную сторону, так как вектор r – общий вектор для обеих 

формул, а  вектор ω  и вектор ε  лежат на одной и той же прямой – оси вращения и 
могут лишь быть направлены в одну сторону, или в разные стороны. Другими словами, 
вектор  )( r×ε , в зависимости от направления вектора ε , будет направлен, как 
показано на рис.2.9,  или в обратную сторону, но всегда по касательной к траектории. 
Модуль вектора  αεε sin)( ⋅⋅=× rr = h⋅ε . Эта величина равна модулю  касательного 
ускорения из формулы (2.15). Здесь и угол α , и расстояние  от точки до оси 
вращения те же самые, что были вычислены при обсуждении формулы (2.21). 
Следовательно, равенство (2.22) определяет вектор касательного ускорения точки 
вращающегося тела. Аналогично проанализировав векторное произведение (2.23), 
приходим к выводу, что это – вектор нормального ускорения точки (доказательство 
рекомендуется проделать самостоятельно). 

h

 
  §  2.7.  Задачи  с  решениями  на  поступательное  и 

вращательное движения  твердого тела  
 

Задача 2.1. Автомобиль, двигаясь равноускоренно и прямолинейно из состояния 
покоя по горизонтальному участку пути, за первые десять секунд набрал скорость 

. Определить величину ускорений точек кузова.часкмv /100=
Решение. Прямолинейное движение твердого тела является частным случаем 

поступательного движения тела. Следовательно, движение кузова автомобиля можно 
отождествить с движением любой его точки, совершающей прямолинейное движение. 
В начальный момент времени кузов автомобиля находился в покое ( ). Тогда по 
формуле (1.72) можно получить величину ускорений точек при прямолинейном 

движении: 

00 =v

20 /78,2
36

100
103600

1000100 см
t
v

t
vva ==

⋅
⋅

==
−

= . Ответ: . 2/78,2 смa =

Задача 2.2. Кривошип  с помощью ползуна 1 приводит в движение кулису 2.  
Длина кривошипа . Кривошип вращается относительно точки  по 

ОВ
мROB 25,0== О
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закону 
2

sin
3

)( tt ππϕ = .  Определить модуль вектора перемещения и модуль вектора 

скорости точки  А  кулисы в момент времени  ct 11 = .  
 

 
Решение. На рис.2.2 механизм показан в двух положениях – в начальном 

положении и в положении, для  которого  надо определить перемещение точки А 
кулисы. В движение кулису 2 приводит кривошип ОВ.  Кривошип ОВ совершает 
вращательное движение относительно точки О по заданному в условии задачи закону. 
Кулиса движется поступательно, так как все ее контурные линии при движении кулисы 
остаются параллельными сами себе. Следовательно, по основной теореме 
поступательного движения (п. 2.2 настоящей главы), все точки кулисы движутся с 
одинаковыми скоростями и ускорениями,  по одинаковым траекториям и имеют 
одинаковые перемещения. Механизмы создаются так, что движение любой точки 
одной части механизма сразу «отзывается» движениями  точек других частей 
механизма. По рисунку к задаче видно, что точка  В одновременно участвует во 
вращении кривошипа ОВ и поступательном движении кулисы 2. Перемещение точки В 
кривошипа (и ползуна) за промежуток времени ctt 11 ==∆  изображается вектором 

1ВВ , а перемещение точки В кулисы изображено вектором u . В момент времени 

 имеем угол  Тогда модуль 

перемещения  точки  В кулисы  будет равен , так как 
треугольник  – равносторонний. Следовательно, 

)(11 ctt == .603/)2/1sin()3/()( 0
1 ==⋅= πππϕ t

u 00
1 60cos60cos ⋅=⋅= RBBu

1OBB ).(125,05,025,0 мu =⋅=  
Модуль перемещения точки А кулисы равен модулю перемещения точки  В кулисы и 
равен . Вектор скорости точки  В, как точки вращающегося тела (кривошипа ОВ), в 
любой момент времени перпендикулярен кривошипу ОВ и равен по величине  

. В момент времени  точка В 
находится в точке  и движется со скоростью 

. То есть в данный момент времени кулиса и 
кривошип находятся в покое. Ответ. Модуль перемещения точки А  

u

)2/cos()6/()( 2 tOBOBtOBv ππϕω ⋅⋅=⋅=⋅= & ctt 11 ==

1В
0)2/1cos()6/( 2

11 =⋅⋅⋅=⋅= ππω RОВvB
)(125,0 мuА = ,  

скорость точки А равна нулю.
 

u  

О  О  х  А  А

R
1В  

ВО  

R  
R  

)( 1tϕ  
1В

1Bv  

 В 

R

х  

Рис. к задаче 2.2а Рис. к задаче 2.2б 

21 
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Задача 2.3. Тело вращается относительно неподвижной оси по закону 
. Исследовать вращение тела при )(42 радtt −=ϕ ∞<≤ t0 и определить угол поворота 

тела, его угловую скорость и угловое ускорение в момент времени   .53 сt =
Решение. Заданное в условии задачи уравнение движения приведем к 

каноническому виду:  . График этой 
функции показан на рис.1 к примеру. Механический смысл имеет только та часть 
кривой, которая лежит в области 

)](4)2[(4444 222 радttttt −−=−+−=−=ϕ

0≥t . В начальный момент времени 0=t  угол 
поворота тела 0=ϕ . Это положение тела принимается за начальное положение. Форма 
тела при этом не имеет значения, поэтому на рисунках и не показано.   В промежутке 
времени  угол )(20 1 сtt =≤< ϕ  возрастал по модулю, но был отрицательным. То есть 
тело вращалось по часовой стрелке, как показано на рис. 2 к примеру.  При )(21 ctt =>  
тело вращается против часовой стрелки, при этом, как видно по графику,  в момент 
времени  угол поворота опять )(42 ctt == 0=ϕ . В этот момент времени тело занимает  
свое первоначальное положение, то есть то, в котором оно находилось  в начальный 
момент времени  0=t . В отрицательном направлении (по часовой стрелке) тело 
поворачивается на угол  .4244)2( рад−=⋅−=ϕ  (это примерно ). 
Полученные результаты  позволяют обратить внимание еще раз на то,  что угол 

0228457 =⋅
ϕ , 

который задается законом вращения – это фактически «угловая координата», 
отсчитываемая от  некоторой произвольно выбранной плоскости. А «угловой путь», 
пройденный телом  от положения 0)0( =ϕ  до того же положения 0)4( =ϕ , составлял  

)(844 рад=+=ψ . Если это не понимать и судить о вращении только по значениям  
0)0( =ϕ  и 0)4( =ϕ , можно было бы заключить, что тело находилось в покое. 

)(tϕ  

 
Исследуем угловую скорость тела. Угловая скорость )(tϕω &= = ( ).  В 

начальный момент времени при 
42 −t cрад /

0=t  имеем )0()0( ϕω &= = 4402 −=−⋅ ( ). Это 
означает, что тело начинает вращение в исследуемом промежутке времени при  
начальной угловой скорости 

cрад /

)/(4)0( 0 секрад−==ωω  – по часовой стрелке. В момент 
времени  угловая скорость  ct 21 = 0=ω  ( 042)( 11 =−= ttω , тогда ). Это 
момент мгновенного покоя тела, после которого вращение происходит в обратную 
сторону. Обратите внимание, что при вращении по направлению часовой стрелки  (до 

) угловая скорость 

ct 21 =

ctt 21 == 0<ω . Когда тело остановилось ( ) угловая 
скорость 

ctt 21 ==
0=ω , а при   угловая скорость ctt 21 => 0>ω (тело вращается против 

ω  ω  

ε  ε  

Рис. 2 к  задаче 2.3 Рис.1 к задаче 2.3 

)(tϕ  
z)(tϕ  z

0  t  4  2  

4  .)(20 ct <<  .)(2 ct >  
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часовой стрелки). Угловое ускорение точки  – постоянно и 
положительно. 

)/(2 2срад=== ϕωε &&&

Это означает, что при вращении по часовой стрелке угловая скорость тела 
уменьшалась (и превратилась в ноль), а при вращении против часовой стрелки угловая 
скорость будет увеличиваться. Это подтверждается и видом функции  )(tϕω &= = 42 −t . 
Направление вращения тела, угловая скорость и угловое ускорение показано дуговыми 
стрелками на рис.2 к примеру. При .53 ctt ==  будем иметь: 

, )(5545)( 2
3 радt +=⋅−=ϕ )( 5tω = 6452 =−⋅ ( ),  . Ответ: 

, 

cрад / )/(2 2срад=ε

)(5)( 3 радt +=ϕ 6)( 5 =tω ( cрад / ),  . )/(2 2срад=ε
Задача 2.4. Механизм, показанный на рисунке к задаче, состоит из двух 

параллельных кривошипов одинаковой длины мCВOA 5,0== . С концами кривошипов 
шарнирно  соединен стержень AВ . Кривошип  вращается по закону 

(рад), где угол отсчитывается от положительного направления оси . В 
момент  времени  показать положение механизма и определить радиус кривизны 
траектории тоски 

ОА
2)( tt ⋅= πϕ Ох

ct 21 =
М , вектор скорости, векторы касательного, нормального и вектор 

полного ускорения точки М . Найденные векторы изобразить на рисунке.  
 

 
Решение. Механизм состоит из трех  сочлененных тел – параллельных  

кривошипов  и  и стержня ОА СВ АВ , который в процессе движения остается
 параллельным оси . Следовательно стержень Ох АВ  совершает поступательное 
движение и к нему применима основная теорема поступательного движения. 
Кривошипы  ОА  и  совершают вращение относительно неподвижных осей, 
проходящих через точки   и С , перпендикулярно к плоскости рисунка по заданному 
закону. По условию задачи и формулам (2.5) и (2.7) находим: (рад), 

СВ
О

2)( tt ⋅= πϕ

)/(радt2/ cdtd πϕω == , πωε 2/ == dtd  . В начальный момент времени 
 было 

)/( 2срад
00 =t 0)( 0 =tϕ , 0)0( 0 ==ωω , πε 2= .  Другими словами,  кривошип (и 

механизм в целом) занимал положение, показанное на рис. 2.4(б), начал движение с 
нулевой начальной скоростью,  равноускоренно.  В заданный момент времени ct 21 =  

имеем: πϕ 4)( 1 =t (рад),  )/(4)( 1 cрадt πω = ,  πε 2)( 1 =t  .   Судя по значению )/( 2срад
πϕϕ 4)2()( 1 ==t (рад),  через две  секунды после начала движения кривошип, вращаясь 

равноускоренно, вновь на мгновение занял первоначальное положение  (рис. 2.4(б)). 
При этом он продолжает вращаться против часовой стрелки. Найдем вектор скорости  и 
векторы ускорений точки А . По формулам (2.16), (2.17), (2.18) имеем:

ω  

M  

M

τa  

v  

•

•  

В  С  А
О  

х  х  ϕ  

ВА  

С  

 nа  

О  

Рис. к задаче  2.4(а) Рис. к задаче 2.4(б) 
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OAhvA ⋅=⋅= ωω ,  OAa A ⋅=⋅= εετ ,       OAvva AA
A
n // 22 == ρ .     h

В момент : мv

 

ct 21 = )/ сOA (25,04A ππ =⋅=ω ⋅ , == ⋅=⋅= ,  

/4 2222 смA ππ == . Применяя основную теорему поступательног
движения (п. 2.2 настоящей главы), окончательно получим: 

)/(5,02 2смOAa A ππετ

)/(85,0/OAva An = о 
)/(2 смvv AM π== ,  

AM у

показано на ри б). Ответ: 

)/( смaa πττ == ,   )/(8 22 смaan π== . Направление ответств ющих векторов 

с.2.4( )/(2 смv

2 A
n

M

v AM π== ,  )/( смaa πττ == ,  

)/ сaa nn π== . 
 Задача 2.5.

2AM  

мAM

 Тело из состояния покоя начинает вращаться и за первые 
(8 22

ct 121 =   
достигает угловой ск  вращения в орости ω  = 36 рад/с. Считая, что тело вращается 
равно азанное

=

ускоренно, определить число полных оборотов, которое сделает тело за ук  
время вращения.  

Решение. Так как первоначально тело находилось в покое, то начальная угловая 
скорость )0( 0= 0ωω . Угол поворота тела будем также отсчитывать от его начального 
положения, то есть предполагать, что 0)0( 0 ==ϕϕ . Для равнопеременного вращения 
угловое у а и угол поворота определяются по формулам (2.12) и (2.13):  

t/)( 0

скорение тел
ωωε −=  и 2/2

00 tt εωϕϕ ++= . В нашем случае будем иметь:  

(31 2 ).2162/122 22 ад=⋅  Пр одном олном 
и  на угол равный лу поворота в 

)(2 рад

)/2/36/ 1 срадt ===ωε , а /1 рt == εϕ и  п
обороте вокруг ос  вращения тело поворачивается ,  уг

(3

π , или . Поэтому полный угол поворота всегда равен )(20360 радnπϕ = , где 
n  –  число оборотов тела вокруг оси вращения. Отсюда для момента времени сt 121 =  

иво ур ние )(2162 радn ==справедл авне πϕ . Отсюда )212/216n (3428,6/6 об=== π .  
Ответ: )(34 обn = .
Задача 2.6.  Коленчатый вал автомобильного двигателя, имеющий частоту 

вращ , был предоставлен самому себе (выключили «зажигание») 
и из-

= , сделав 

ние. скорение 

ения n = )/(3000 миноб
за трения в подшипниках и в других системах двигателя, остановился в момент 

времени 1t )(1000 об .    Считая вращение вала равнопеременным, 
определить его угловое ускорение. 
       Реше Угловое у

t n =

ε  при  равнопеременном вращении входит в две 
основные формулы (2.12), (2.13): t/)( 0ωωε −=  2/00 . С учетом 
условия задачи в момент времени 

2tt εωϕϕ ++=

1tt =  последние формулы примут вид: 10 / tωε −= , 

2/)( 2
1101 ttt εωϕ += .  Действитель вал в итоге остановился ( )( 1 =tно, 0ω ),  а уго

 положения  оказался
л 

вращения определяется от того  вала, при котором  
мому себе, то есть 0)0( 0

он
представленным са ==ϕϕ . Исключим   врем  последних 
формул. Для этого выражаем  1t   из первой формулы (

я из 1t  
εω /01 −=t )  и подставляем во 

вторую.  Получаем  )2/()( 2
0

2
01 εωεωϕ +−=t .  Окончател ла для  искомой  

 

/ ьно, форму
величины имеет вид:
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))(2/( 1
2
0 tϕωε ⋅−= .                                                         (*) 

Определяем угол поворота вала, соответствующий сделанным до остановки одной 
тысячи оборотов:      )(2000100022)( 1 радnt πππϕ =⋅== .       Начальная угловая  
скорость определяется по формуле (2.10):     )./(10030/300030/0 срадn πππω =⋅==  
Тогда искомая величина углового ускорения  

)104/(10))(2/( 324
1

2
0 ππϕωε ⋅−=⋅−= t )/(5,2 2срадπ−= . 

Ответ: .  )/(9,7 2срад−=ε
       Задача 2.7. Маховик, показанный на рис.(а) к задаче, имеет в данный момент 
времени  угловую скорость )(1 ctt = )/(2 срадπω =  и угловое ускорение 

. Найти величины скорости )/(3 2срад−=ε Mv , касательного , нормального  и 
полного  ускорений точки 

Maτ
M
na

a М  маховика, которая находится на расстоянии   
от оси вращения. 

мh 8,0=

    Решение. Скорость точки М  определяется по формуле (2.16). Тогда  
)/(528,0 смhvM =⋅== πω .   Касательное ускорение точки вычисляется по формуле 

(2.17). Тогда . Так как знаки угловой скорости )/(4,2)3(8,0 2смhаМ −=−⋅=⋅= ετ ω  и 
углового ускорения ε   различны ( 0<⋅εω ), то маховик вращается замедленно. 
Следовательно, вектор касательного ускорение точки  Маτ  направлен по касательной к 
окружности радиуса  противоположно вектору скорости   h Мv . Нормальное  

ускорение   точки  М  определяется по   (2.18):     .  )/(6,31)2(8,0 222 смhаM
n =⋅=⋅= πω

Полное ускорение точки  вычисляется пo  (2.19).  Тогда    22 )()( M
n

М
М ааа += τ = 

= )/(7,316,314,2 222 см=+ . Вектор полного ускорения точки  Ма  отклонен от 

вектора  к вектору   на угол, тангенс которого вычисляется по формуле (2.20).   M
nа

Маτ

 
=µtg M

n
M aa /τ = ( ). Направление векторов 076,06,31/4,2 =− 035,4−=µ aaav n ,,, τ  

показано на рис. (б) к задаче в увеличенном масштабе. 
Ответ: )/(5 смvM = , , , )/(4,2 2смаМ −=τ )/(6,31 2смаM

n = =Ма )/(7,31 2см . 

М  

М  τа  

v  

О  
hОМ =  ω  

nа  

Рис.к задаче 2.7б 

ε  

 

•  

h  

O  

а  
ω

µ

Траектория т.М 

 

Рис. к задаче 2.7а 
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Задача 2.8.  Механизм  состоит из четырех тел – двух вращающихся диска «2»  и  
ступенчатого диска «3», груза «1», подвешенного на нерастяжимой нити, которая 
намотана на диск «2» без проскальзывания, и рейки «4», плотно прижатой к диску «4». 
Механизм приводится в движение грузом «1», который движется в положительном 
направлении оси  по закону . Коэффициент z )(3

2 мtRz ⋅= π 2Rπ  имеет единицу 

измерения 3/см . Радиусы дисков мR 2,02 = , мR 3,03 = , мr 25,03 = . В момент 
времени   определить угловые скорости ctt 11 == 32,ωω  и угловые ускорения 32,εε  
дисков «2» и «3», векторы линейных скоростей CBA vvvv ,,,1  и ускорений  

C
B
n

BA
n

A aaaaaa ,,,,,1 ττ  тела «1» и точек . Сколько оборотов сделает диск «3» за 
промежуток времени  .  

СВА ,,

1tt =
Замечание. Механизм, рассматриваемый в данной задаче, является учебной 

расчетной моделью механизмов, которые могут входить в состав различных редукторов 
– механизмов для уменьшения угловых скоростей и увеличения крутящих моментов. 
Другими словами, механизмов, применяемых  для согласования вращательных 
движений валов двигателей и других частей машин. В качестве примера на 
фотографиях  к задаче показаны два типа редукторов, при этом второй редуктор – 
«червячный» – преобразует вращение «червяка» относительно одной оси во вращение 
шестерни относительно другой, перпендикулярной оси. Еще один тип редуктора с 
коническими шестернями показан ниже на фотографии к задаче 2.20.

Решение: Механизм в момент времени 1tt =  показан на рисунке (а) к задаче. 
Линейное перемещение тела «1» и углы поворота тел «2», «3» отсчитываются от 
соответствующих положений тел в начальный момент времени.   

1. Рассмотрим движения тела «1», которое совершает прямолинейное  
поступательное движение. По основной теореме поступательного движения (п. 2.2 
настоящей главы) все точки этого тела движутся одинаково – совершают 
прямолинейные движения.  

 

 
Закон движения тела, то есть закон движения любой его точки, например, точки G  
задан координатным способом.   Судя по закону движения, тело «1» всегда движется в 

Bv  

Daτ  

Dv  

B В Baτ  

К

G  Е
С аа τ=  Cv  

Ааτ  Av  

1v  

E 

A 

C 

A

z  

32

D

4 
C

A
nа  

B
nа3r 3R  2R

1

 

Рис. к задаче 2.8б Рис. к задаче 2.8а 
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одну сторону, поэтому путь L , пройденный точкой  за время , равен координате 

точки . Проекции вектора скорости и ускорения точки

G 1t

)( 1tz G  равны: 2
21 3 tRvvz π== , 

tRaaz 21 6π== . 
 

             

Червячный 
вал

Фото 2 к задаче 2.8 Фото 1 к задаче 2.8 
 
В момент времени 1tt =  имеем: )()( 21 мRtzL π== ,  )/(3 21 смRv π= , . )/(6 2

21 cмRa π=
2. Рассмотрим движение тела «2», которое совершает вращательное движение 

относительно  неподвижной оси подшипника, перпендикулярной плоскости рисунка. 
Так как нить считается нерастяжимой и намотана на диск без проскальзывания, то в
точках соприкосновения точки нити и диска имеют равные скорости и ускорения: 

AK vvv ==1 , . С другой стороны, по (2.16) и (2.17) имеем: AK aaa ττ ==1 122 vRvA == ω , 

 Тогда .122 aRa A == ετ 212 / Rv=ω = , )/(3 2 срадtπ 212 / Rа=ε = , где  )/(6 2срадtπ

22,εω  – угловая скорость и угловое ускорение второго диска, соответственно. По 

(2.18) находим величину нормального ускорения = . В момент 

времени  получим: 

2
2
2 RаA

n ω= 4
2

29 tRπ

1tt = =2ω )/(3 срадπ , =2ε )/(6 2срадπ , 23 RvA π= ,  

, . Величину вектора полного ускорения вычислим по 

формуле 

=Aaτ )/(6 2
2 cмRπ =A

nа 2
29 Rπ

22 )()( A
n

АА ааа += τ = 42
2 8136 ππ +R = . )/(78,5 2смπ=

3. Рассмотрим движение тела «3». Так как диски находятся в зацеплении без 
проскальзывания, то в точке D  можно записать: 3,2, DD vv = ,  , где индексы 
«2» и «3» указывают на  соответствующие диски. Тогда 

DD aa 3,2, ττ =

3322 rR ωω = , 3322 rR εε = .  
Отсюда 23223 8,0/ ωωω == rR ,  23223 8,0/ εεε == rR . Для точки B  будем иметь:  

== 33RvB ω 3322 / rRRω = 328,0 Rω , == 33RaB ετ 3322 / rRRε = 328,0 Rε ,  = 

 В момент времени 
3

2
3 Ra B

n ω=

.64,0 3
2
2 Rω= 1tt =  получим: == 23 8,0 ωω )/(4,2 срадπ , 

== 23 8,0 εε )/(8,4 2срадπ , )/(72,0 смvB π= , = , 

    

328,0 RаВ ετ = )/(44,1 2смπ

.728,164,0 2
3

2
2 πω == RaB

n )/(61,5)()( 222 смааа В
n

ВВ πτ =+= . 
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4. Рассмотрим тело «4», которое совершает поступательное движение. В точке Е  
оно соприкасается с диском «3». Следовательно, === BEC vvv )/(72,0 смπ , 

= . В
СЕ ааа τ== )/(44,1 2смπ

5. Наконец, определим число оборотов третьего диска. Первое тело за заданный 
промежуток времени прошло расстояние )()( 21 мRtzL π== . Такое же расстояние 
проходит любая точка нерастяжимой нити. Точки диска «2», соприкасающиеся с 
намотанной на него нитью, проходят такой же путь по окружности диска. При одном 
полном повороте диска его произвольная точка проходит путь, равный длине 
окружности  диска 22 2 Rl π= . Число поворотов получим, поделив путь, пройденный 
точкой нити, на длину окружности 

n
)(5,0)2/( 222 обRRn == ππ . Другими словами, 

второй диск совершил пол-оборота. Точки диска «3» пройдут тот же путь 
)()( 21 мRtzL π== . Поделив этот путь на длину меньшей окружности третьего диска,  

получим: ).(4,0/5,0)2/(/ 323233 обrRRRlLn ==== ππ  Интересно отметить, что 

233223 /// ωω== rRnn .

  § 2.8. Задачи для самостоятельного решения на 
поступательное и вращательное движения твердого тела  
 
      Задача 2.9. Шкив радиусом мr 3,0=  вращается равномерно с частотой 

. Найти его угловую скорость  минобn /1200= ω  в рад/с, а также скорость и ускорение 
точки, лежащей на внешнем ободе шкива.  

Ответ: срад /6,125=ω , , . смv /7,37= 2/6,4732 смaa n ==
Задача 2.10. Лопасти вентилятора  вращаются с частотой минобn /4200= . Какой 

длины L  можно сделать  отдельную лопасть вентилятора,  если максимальная скорость 
точек вентилятора  v   не должна превышать ?  Ответ: см /88 мL 2,0≤ . 

Задача 2.11. На вращающийся вал плотно насажен шкив диаметром , 
который вращается вместе с валом.  Скорость точек , лежащих  на внешнем ободе 
шкива, равна в данный момент времени .Определить частоту вращения шкива 

. Ответ: .   

ммd 600=
v

см /5,1
n минобn /8,47=

Задача 2.12. Маховик радиуса мR 0,1=  вращается равномерно вокруг своей оси, 
делая  оборотов за половину секунды. Определить скорость и ускорение точки, 
лежащей на внешнем ободе маховика. Ответ: 

5
смv /8,62= , . 2/8,3943 смaa n ==

Задача 2.13. Механизм состоит из двух зубчатых колес 1 и 2, находящихся в 
зацеплении, и кривошипного механизма . Точки  лежат на одной 
горизонтальной прямой. Кривошипы  и  параллельны и имеют равную длину 

. В точках  имеют место шарнирные соединения. Механизм 
приводится в движение вращением  против часовой стрелки кривошипа , который 
имеет общую ось вращения с зубчатым колесом 2  и  в точке 

32ВСОО 321 ,, ООО
ВО2 СО3

мr 6,02 = 32 ,,, ОСВО
ВО2

В  соединен с ним при 
помощи шарнира. Определить величину скорости  точки С , если величина скорости 
точки 

Cv
A  в данный момент времени  известна и смvA /5= .  мRмR1 . 8,0;5,0 2 ==

 Ответ: .смvC /75,3=
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Задача 2.14. Зубчатое колесо 1  (см. условие и рис. к задаче 2.13) вращается 

согласно закону . Определить величину вектора полного ускорения  
точки  в момент времени 

)(4
1 радt=ϕ Са

С ct 11 = , если  мRмR 8,0;5,0 21 == , . Ответ: 

. 

мr 6,02 =
2/86,5 смаС =

 

 

 
Задача 2.15. Величина нормального ускорения точки В  зубчатого колеса 2 равно 

(см. условие и рис. к задаче 2.13). Определить величину скорости точки 2/4,2 смaC
n =

А , если , . Ответ: мRмR 8,0;5,0 21 == мr 6,02 = смvA /6,1= . 
Задача 2.16. В период разгона маховик паровой турбины (см. рис. к задаче 2.7) 

вращается по закону  Диаметр маховика ).()( 3 радtt πϕ = мd 9,0= . В момент времени 
 определить количество оборотов , которое сделает маховик к этому моменту 

времени, угловую скорость 
ct 21 = т

ω  и угловое ускорение ε  маховика, а также величины 
линейной скорости , касательного v τa ,  нормального  и полного  a  ускорений 

точек, лежащих на окружности маховика. Ответ: , 
na

обm 4= срад /68,37=ω , 

, 2/68,37 срад=ε смv /96,16= , , , . 2/96,16 сма =τ
2/9,638 смan = 2/13,639 сма =

     Задача 2.17. Конькобежец проходит закругление беговой дорожки стадиона. 
Центр тяжести спортсмена имеет в этот момент времени  величину касательного 
ускорения  и величину полного ускорения . Определить в этот 
момент времени радиус кривизны траектории центра тяжести  и угловую скорость 
этого воображаемого радиуса 

2/3,1 сма =τ
2/16 сма =

h
ω ,  если угловое ускорение радиуса . 

Ответ: , 

2/15,0 срад=ε
мh 7,8= срад /35,1=ω . 

     Задача 2.18. Определить угловые скорости часминсек ωωω ,, , угловые 
ускорения часминсек εεε ,, , линейные скорости часминсек vvv ,, , касательные 

, нормальные  и полные   ускорения 
концов секундной, минутной и часовой стрелок часов, если их длины, соответственно, 
равны , , 

часминсек ааа τττ ,, час
n

мин
n

сек
n ааа ,, часминсек ааа ,,

мlсек 09,0= мlмин 08,0= мlчас 06,0= . Ответ: срадсек /105,0=ω , 
срадмин /0017,0=ω , срадчас /00015,0=ω , 0=== часминсек εεε , 

3О  

B 

ϕ

Рис. к задаче 2.13,  2.14  

A 2 C1

2r1R  2R  

1О  
2О  
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0=== часминсек ааа τττ , , смvсек /0094,0= смvмин /00014,0= , , 

, , . 

смvчас /0000087,0=
2/001,0 смаа сексек

n == 27 /102 смаа минмин
n

−⋅== 29 /101 смаа часчас
n

−⋅==

Задача 2.19. Гимнаст, раскачиваясь на «перекладине», в некоторый момент 
времени   приобрел угловую скорость срад /2,1=ω  и угловое ускорение 

. Определить величину скорости , касательного 2/5,2 срад=ε v τa , нормального  и 
полного  ускорений центра тяжести гимнаста, если расстояние от центра тяжести 
тела гимнаста до «перекладины» равно 

na
a

мL 6,1= . Ответ: смv /92,1= , , 

, . 

2/0,4 сма =τ
2/3,2 смаn = 2/61,4 сма =

                                                      

Фото к задаче  
2.19 

Фото   к 
задаче 2.19 

Задача 2.20. На фотографии к задаче показан разрез угловой шлифовальной 
машины (УШМ). Ведущая коническая шестерня 1 малого диаметра соединена с якорем 
электродвигателя и вращается относительно продольной оси машины. С другой 
стороны, ведущая шестерня сцеплена с конической ведомой шестерней большего 
диаметра 2  шпинделя, которая вращается вместе с осью шпинделя 4, 
перпендикулярного продольной оси машины. На оси шпинделя 4 жестко крепится 
шлифовальный круг 3 диаметром  мd 115,0= . Допустимо ли использование данного 
шлифовального круга, если известно, что якорь электродвигателя вращается с 
равномерной скоростью, делая минобn /300001 = , отношение числа зубьев шестерен 

, а максимально допустимая линейная скорость движения точек, лежащих на 
внешнем контуре шлифовального диска, равна 

3/ 12 =zz
смv /80= . Расчетная схема приведена 

на рис. к задаче.  Ответ: Допустимо.  
 

 

142

3

Фото к задаче 2.20

Рис. к задаче 2.20 
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Вопросы для самоконтроля  
 

1. Какое движение твердого тела называется поступательным? 
2. Сформулируйте и докажите основную теорему поступательного движения.
3. Запишите уравнения поступательного движения твердого тела. 
4. Какое движение твердого тела называется вращательным движением  твердого 

тела относительно неподвижной оси? 
5. Как называются связи, с помощью которых закрепляется ось вращения твердого 

тела? 
6. Запишите закон вращательного движения твердого тела и поясните его. 
7. Как вычисляются угловая скорость и угловое ускорение вращающегося тела при 

известном законе вращения?  В каких единицах они измеряются? 
8. Какие вращения твердого тела называются равномерными вращениями и 

равнопеременными вращениями твердого тела?  Получите законы этих 
вращений. 

9. Опишите векторное представление угловой скорости и углового ускорения. 
10. Опишите движение отдельной точки вращающегося твердого тела – плоскость 

движения, траекторию движения, направление движения. 
11. Как вычисляются величины линейных  скоростей, касательных, нормальных и 

полных ускорений точек вращающегося тела? 
12. Как направлен вектор скорости произвольной точки вращающегося тела? 
13. Выведите формулы  для векторов касательного и нормального ускорений точек 

вращающегося тела. 
14. Изобразите графически поля векторов скоростей, касательных ускорений и 

нормальных ускорений точек вращающегося тела.
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ГЛАВА 3. ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ 
ТВЕРДОГО ТЕЛА 
                   

§ 3.1. Общие понятия и определения 
 
     3.1. Плоскопараллельным или плоским называется такое движение 
твердого тела, при котором каждая его точка движется в плоскости, 
параллельной некоторой фиксированной  плоскости П (рис. 3.1). 
 
 

 
 

Уравнение плоскопараллельного движения твердого тела 
 
При плоскопараллельном движении (рис. 3.1) любое сечение тела , 

параллельное плоскости П, должно оставаться параллельным плоскости П 
в процессе всего движения. В сечение  выберем произвольную точку 

Ф

Ф А   
и  проведем через нее прямую, перпендикулярную к плоскостям  и П.  В 
процессе плоскопараллельного движения тела  эта прямая остается 
параллельной самой себе, следовательно, она движется поступательно. 
Тогда все точки тела, лежащие на этой прямой, например,   
будут иметь одинаковые скорости, ускорения и траектории. 
Следовательно,  достаточно знать движение точки 

Ф

21,, AAA

А  в сечения , чтобы 
знать движение любой точки тела, лежащей на рассматриваемой прямой.  
Аналогично можно взять любую другую точку сечения , например, 
точку 

Ф

Ф
В , и получить тот же вывод. Отсюда следует, что 

плоскопараллельное движение тела будет известно, если будет известно 
движение фигуры Ф . 

Вывод.     Изучение  плоскопараллельного движения твердого тела 
сводится к изучению движения произвольного сечения тела,   
параллельного  плоскости  П. 

2у  
1у  2х  

1х  
Ау  

Ах  

В

А

О  
х  

О  

у  

z  

х  
 

А  

Ри
3

1В  

2В  

у  
1А  

2А  

П  

ϕ  

Ф  

В

Ф  

Рис.3.2 Рис.3.1 
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 Движение любой плоской фигуры  в неподвижной системе 
координат  на плоскости, при известных форме и размерах фигуры Ф , 
определяется по движению произвольного отрезка 

Ф
Оху

АВ  известной длины и 
ориентации по отношению к фигуре (рис.3.2).  Точку А на Ф  назовем 
полюсом, второй конец отрезка обозначим точкой В . Положение отрезка 
АВ  на плоскости (следовательно, и положение фигуры) будет в каждый 
момент времени определено, если знать координаты полюса и угол )(tϕ , 
который отрезок АВ  образует с осью .  Положение точки Ox В  можно 
определить по известной длине отрезка АВ .  

1у     
у  у  

 
С  фигурой свяжем две системы координат  и .  Оси  и 

 в процессе движения остаются параллельными неподвижным осям 
,  то есть оси системы координат    при движении фигуры Ф 

движутся поступательно.  Движение фигуры Ф в системе координат  
есть движение вращательное относительно подвижной оси 

11уАх 22 уАх 1Ах
1Ау
ОуОх, 11уАх

11уАх
Аz , 

проходящей через точку А  перпендикулярно плоскости чертежа (на 
рисунке не показана).  Система координат  жестко связана с 
фигурой и движется вместе с ней. Если фигура Ф в процессе движения 
поворачивается, то повернется и система координат . Поворот 
фигуры, происходящий в процессе ее движения относительно точки 

22 уАх

22 уАх
А , 

можно теперь определить углом поворота   )(tϕ     между осями   и  
 (рис.3.2) или, что то же самое, между осями   и . 

Окончательно, движение отрезка 

1Ах
2Ах Ох 2Ах

АВ  определяется уравнениями: 
 

)(tхх АА = ,   )(tyy AA = ,     )(tϕϕ = .                         (3.1) 
 

Эти же уравнения определяют движение плоской фигуры Ф, а по 
движению фигуры Ф определяется движение и самого тела.

2х  

2у  

1х  
Ау  

В

А  

О  
х  

ϕ  

Ф

1у  

2у  
В

Ау  
1х  А

2х  

1Ах  Ах  

 

О  
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Ф
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О  
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Рис.3.3 
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3.2. Уравнения (3.1) называются уравнениями плоскопараллельного 
движения твердого тела. 

Из уравнений (3.1) видно, что в общем случае движение плоской 
фигуры можно мысленно представить в виде комбинации двух движений – 
поступательного движения фигуры (координаты полюса  с течением 
времени меняются, 

AA yx ,
соnst=ϕ ) и вращательного движения относительно 

некоторой оси, проходящей через полюс А, перпендикулярно к плоскости 
фигуры (полюс неподвижен constхА = ,   constyA = ,     а фигура вращается 

)(tϕϕ = ). Действительно, пусть за промежуток времени  тело 
совершило плоскопараллельное движение, и фигура Ф (отрезок

12 ttt −=∆
АВ ) заняла 

новое положение, показанное на рис. 3.3.   Это могло произойти, как 
минимум, двумя способами, изображенными на рис. 3.4, варианты а) и б).  

 

 
Первый вариант, тело движется так, что угол ϕ  некоторое время 

остается постоянным, пока точка А   не займет положение точки  . 
Координаты точки 

1A
А , )(tхх АА = ,  )(tyy AA = , в течении этого 

промежутка времени меняются, но отрезок АВ  остается параллельным 
самому себе,  то есть фигура (читай тело) пока совершает поступательное 
движение. Достигнув точки ,  отрезок 1A АВ  поворачивается и совершает 
вращение относительно оси, проходящей через точку  перпендикулярно 
к плоскости чертежа (рис. 3.4а).   Во втором случае отрезок 

1A
АВ  сначала 

поворачивается относительно точки А  так, чтобы отрезок АВ  стал

О  

О  

1В  

В

А

В

А

1В  

1А  

у  

у  

х  

)а  

)б  

х
Рис. 3.4
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параллельным отрезку , а затем, двигаясь поступательно,  приходит в 
положение  (рис. 3.4б).  Конечно, на практике части механизмов 
одновременно совершают и мгновенно поступательные, и мгновенно 
вращательные движения, но понимание механики явления позволяют в 
целом ряде случаев облегчить вычисления при определении 
кинематических характеристик.  

11ВА
11ВА

3.3. Плоскопараллельное движение можно рассматривать как 
«сумму» поступательного и вращательного движений. 

Зная уравнения движения (3.1), можно определить проекции вектора 
скорости Av  точки А , которая принята за полюс,  и проекции вектора 
ускорения полюса Аа , угловую скорость и ускорение фигуры Ф в ее 
вращении относительно полюса А. Полюс – это точка. По формулам 
кинематики точки (1.33), (1.38), (2.5), (2.7) получим: 

A
A

AyA
A

Ах y
dt

dyvx
dt

dxv && ==== ;   ;                                (3.2)  

  

A
A

AyA
A

Ах у
dt

ydах
dt

xdа &&&& ==== 2

2

2

2
;  ;                           (3.3) 

 

   ϕϕωεϕϕω &&& ===== 2

2
;

dt
d

dt
d

dt
d

;                                 (3.4) 

  
    2222 ; AyAxAAyAxA aaavvv +=+=   .                            (3.5) 

 
Формулы (3.2), (3.3), (3.5) определяют кинематические 

характеристики поступательной составляющей движения тела, формулы 
(3.4) определяют кинематические характеристики вращательной 
составляющей движения. За полюс можно принять любую точку плоской 
фигуры. Но на практике в качестве полюса А  выбирается точка фигуры, 
кинематические характеристики которой известны или могут быть 
относительно просто определены. Легко показать, что если   в качестве 
полюса будет выбрана другая точка ∗А , то ее скорость и ускорение будут 
другими, но угловая скорость ω  и угловое ускорение ε  остаются 
неизменными.  

3.4. Другими словами, угловая скорость и угловое ускорение 
твердого   тела   при  плоскопараллельном   движении   не   зависят от 
 выбора полюса.
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Зная уравнения движения (3.1) точки А  , можно записать уравнения 
движения точки  В  плоской фигуры Ф. Пусть Вх , Ву – координаты точки  
В в неподвижной системе координат Оху. Тогда (см. рис. 3.3) будем иметь: 

 
)(tсоsАВхх АВ ϕ⋅+= ,          )(sin tAByy AB ϕ⋅+= .              (3.6) 

 
  § 3.2. Определение вектора скорости произвольной точки 

плоской фигуры 
 

1. Теорема о геометрическом сложении векторов скоростей 
 

       3.5. Скорость любой точки В плоской фигуры геометрически 
складывается из скорости произвольно выбранного полюса А и 
скорости, которую точка В   получает  при вращении фигуры вокруг 
этого полюса 
                                   

    BAAB vvv +=   .                                                              ( 3.7) 
 

Доказательство. Рассмотрим плоскопараллельное движение твердого 
тела и на фигуре  Ф  выберем две точки – полюс А  и произвольную 
точкуB   (рис. 3.5).  

                         

 
Движение точек в системе координат  определим векторным 

способом, задав векторы 
Оху

BA rr , . Положение точки B  по отношению к 
точке А  в осях  определим радиус-вектором 11yAx AB . Тогда  

ABrr AB += .  Продифференцируем последнее равенство по времени и с 
учетом (1.13) получим:  

dtABddtrddtrd AB /// += .

2у  
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1х  
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Здесь   BB vdtrd =/ , AA vdtrd =/ –векторы скорости точек AB, , 
соответственно. 

Рассмотрим  второе слагаемое в правой части – вектор  dtABd / . Как 
может изменяться с течением вектор АВ ? Модуль вектора constАВ = , так 
как расстояние между двумя точками твердого тела не меняется. 
Переменность вектора АВ  проявляется только в переменности его 
направления.  Этот вектор в процессе движения может поворачиваться 
вместе с фигурой Ф относительно полюса А , как показано на рис.3.6, 3.7. 
Следовательно,   dtABd /  – это вектор скорости, приобретенной точкой В  
от вращения отрезка АВ  (фигуры Ф) вокруг полюса А . Обозначая  

BAv = dtABd / , приходим к формуле (3.7).  Что и требовалось доказать.  
3.6. Вектор скорости BAv  направлен по касательной к 

окружности – траектории точки В  во вращательном движении 
отрезка АВ  в сторону вращения фигуры. BAv  перпендикулярен к 
радиусу траектории АВ . Угловая скорость фигуры ω  определяется по 
формулам  (3.4).  

 
      )( ABvBA ×= ω ,           BAv = АВ⋅ω ,          ABvBA ⊥ .                 (3.8) 

 
На рис.3.7 показаны направления вектора  скорости BAv  при 

различных положениях вектора АВ .  

1у  у  
1у  )(tϕ  В

 
Значение теоремы. 1. Эта теорема является основной теоремой для 

скоростей, позволяющей определять скорости отдельных точек тела при 
плоскопараллельном движении. Она не только раскрывает механизм 
образования скорости отдельной точки, но позволяет получить и другие 
методы вычисления скоростей точек плоской фигуры.  2.  Равенство (3.7) 
позволяет  найти любой из трех векторов  Av , Bv , BAv   по известным 

)(tϕ  
)(tϕ  

О  х  

BAv  

BAv  

1х  

В

А  

В  

BAv  

1у  

1х  А

1х  А

ω  
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Рис. 3.7 
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двум  другим векторам.  Например, непосредственно по формуле  (3.7) 
вектор  Bv  можно найти двумя способами: геометрическим построением 
(рис. 3.6.) и по известным проекциям векторов скоростей на выбранные 
оси координат (этот метод часто называют «методом проекций»). 
Рассмотрим их по отдельности. 
 

1.1. Определение вектора скорости точки В  с помощью 
геометрических построений 

 
1. Пусть известна скорость полюса Av    и известна угловая скорость 

фигуры ω. По (3.8) определяется величина и направление вектора BAv . Он 
прикладывается в точке В  и направляется в сторону вращения отрезка 
АВ (фигуры Ф). Мысленно из точки А  в точку В  параллельно самому себе 
переносится вектор скорости Av .  На векторах Av  и  BAv  строится  
параллелограмм (рис.3.6), диагональ которого и определяет вектор 
скорости  Bv . Все построения делаются в выбранном масштабе, длины 
измеряются линейкой, углы – транспортиром. Искомый вектор будет 
определен с погрешностью, характерной для чертежных работ.  

2. Если рисунок из векторов скоростей будет носить эскизный 
характер, то надо знать свойства параллелограммов и треугольников, 
теоремы синусов и косинусов (см. приложение). Задача сведется к 
вычислительной работе по определению диагонали параллелограмма по 
известным его сторонам и углам наклона сторон к осям координат, то есть 
к решению школьной  геометрической задачи. По теореме косинусов: 

 
     γcos222 ⋅⋅⋅++= BAABAAB vvvvv ,     .                    (3.9) αγ −= 090

 
Угол γ  – угол между слагаемыми векторами BAA vиv . Искомый 

вектор скорости определяется с погрешностью, зависящей от погрешности 
вычислений. 

  
1.2.  Метод проекций для определения  векторов скоростей точек 

плоской фигуры 
 

Спроецируем уравнение (3.7) на неподвижные оси Оху  или, что то же 
самое,   на  оси  системы  координат  .   Получим  два  уравнения  для  11уАх
определения любых двух скалярных величин:
 

xBAxAxB vvv ,,, += ,             yBAyAyB vvv ,,, += .                     (3.10)
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Если удается найти , , то по проекциям вектора находится и сам 
вектор 

xBv , yBv ,

Bv . Модуль вектора скорости точки В  определяется по формуле:  
2

,
2

, yBxBB vvv +=   .                                  (3.11) 
Пример 3.1. Кривошип  кривошипно-ползунного механизма  длиной 

 равномерно вращается относительно неподвижной точки  с угловой 
скоростью 

ОА ОАВ
мr 5,0= О

срад /21 =ω , приводя в движение весь механизм. Определить мгновенную 
скорость точки В  ползуна и угловую скорость 2ω  шатуна АВ  в показанном на 

рисунке положении механизма, если длина шатуна ОААВ = , .  В точках 030=α А  и 
В  имеют место шарнирные соединение (подшипники). 

 

Av  

 
Решение. Кривошипно-шатунный механизм совершает плоскопараллельное 

движение. При этом кривошип   вращается относительно неподвижной точки  
против часовой стрелки. Модуль вектора скорости точки 

О
А  кривошипа  может 

быть определен по формуле (2.16). 
ОА

)/(15,0111 смOAhvA =⋅=⋅== ωω . Сам вектор 

Av  направлен перпендикулярно к кривошипу  в сторону его вращения, как 
показано на рис. к примеру 3.1б. Но, как легко видеть, точка 

OA
А  является общей точкой 

для кривошипа  и шатуна ОА АВ . Поэтому при определении скорости точки В , 
принадлежащей шатуну АВ ,  по формуле (3.7) или из  системы уравнений  (3.10), 
точку А  примем за полюс. Ползун В  совершает прямолинейное поступательное 
движение, что следует из  устройства этой связи. Все точки ползуна, включая точку В , 
совершают прямолинейное  движение.  Точка В  движется  к точке .  Поэтому и 
вектор скорости 

О
Bv  точки В  направлен к точке .  Далее перенесем мысленно в 

точку 
О

В  вектор скорости Av . Это принято делать для наглядности геометрических 
построений по формуле (3.7) и одновременного контроля механики явления.  
Направление  вектора скорости BAv  известно – он перпендикулярен к оси шатуна 
АВ  и может быть направлен или так, как показано на рис. к примеру, или в 
противоположную сторону. Но по (3.7) вектор  Bv , направление которого точно 
установлено,  должен быть диагональю параллелограмма, построенного на векторах 

Av  (этот вектор известен и по направлению и по величине) и BAv , для которого

2ω  

О  х  

  

Рис. к примеру 3.1б Рис. к примеру 3.1а 
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изначально известна только линия действия. Поэтому вектор BAv  направлен так, как 
показано на рис. к примеру. В точке В  строится параллелограмм, соответствующий
формуле сложения векторов скоростей (3.7). Если построения выполнены строго в 
масштабе, то в данном примере по известной одной стороне параллелограмма длиной 

Av  можно найти и диагональ параллелограмма и другую его сторону. Но мы 
воспользуемся методом проекций. Спроецируем уравнение (3.7) на оси неподвижной 
системы координат . (Проецируем каждый вектор и найденную проекцию 
подставляем в (3.10)). 

Oxy

Проекция уравнения (3.7) на ось :      Ох 00 60cos60cos ⋅−⋅−=− BAAB vvv .            (1) 

Проекция уравнения (3.7) на ось Оу :      060sin60sin0 00 =⋅−⋅= BAA vv  .              (2) 
Из второго уравнения получим )/(1 смvv ABA == . Подставляя это значение в первое 
уравнение, получаем. AAAB vvvv −=⋅−⋅−=− 5,05,0 . Отсюда )/(1 смvv AB == . 
Угловую скорость шатуна АВ  определяем по формуле (3.8). 

)./(25,0/1/2 срадВАvВА ===ω Ответ: срадсмvB /2,/1 12 === ωω . 

  
2. Теорема о проекциях скоростей 

  
        3.7. Теорема.  Проекции векторов скоростей  Av  и Bv  двух точек А  
и В  твердого тела на ось, проходящую через эти точки, равны.  

                                   
αβ coscos AB vv = .                                      (3.12) 

 
Здесь BA vv ,  – модули векторов скоростей соответствующих точек, 

βα , – углы, которые образуют векторы BA vv ,  с осью ηА . По теореме о 
проекциях скоростей можно определить одну из четырех величин, 
входящих в (3.12). Три другие величины должны быть известны. 

 

 
Доказательство.  Рассмотрим  движение двух произвольных точек А  

и В  твердого тела, совершающего плоскопараллельное движение (рис.3.8).
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Пусть  точка А  выбрана А  и В за полюс.   Проведем через точки   ось 
орко динат ηА . Точки выбраны на горизонтальной оси.  Это не уменьшает 

общности рассуждений, но облегчает восприятие рис. 3.8. Вектор скорости  
Bv  в точке В  находится по  формуле (3.7):  BAAB vvv . 

Соответствующие построения показаны на рис. 3.8 и раньше на рис. 3.6. 
При этом можно пока предполагать, что векторы 

+=

Av  и  BAv  известны.  
Спроецируем равенство (3.7)  на ось ηА . Другими словами сп ец р ем  
три вектора, показанные на рис. 3.8 в точке 

, ро и у
В ,  на ось ηА . Учитывая, что  

вектор BAv  перпендикулярен к оси ηА   и его проекц я на ось равна нулю, 
получим: 

и
αβ coscos AB vv = . Что и требовалось доказать.  

Значение теоремы. 1. Теорема позволяет найти о у из входящих в 
(3.12) ал раических величин по тр другим    известным   величинам. 2. 
Формула 3.12) допускает простую механическую интерпретацию 
движения  Действительно, 

дн
геб ем 

(
плоской фигуры. ηα AA vv =cos , ηβ ВB cos   

– это алгебраические величины  скоростей двух точек фигуры в 
направлении оси 

vv =

ηА . По (3.12) они   равны. Другими словами, на сколько 
в процессе движения точка А  приближается к точке В  з  
времени 

а промежуток
t∆  в направлении ηA , на столько же точка B  удаляет я от точки с

A  в этом же напр влении. Значит, расстояние между точками А и В при 
движении абсолютно твердого  тела не изменяется. Понятно, что этот факт 
не зависит от выбора то , а (3.12) можно рассматривать как 
математи ское выражение потезы об абсолютно вердом теле. 3. По 
вестному направлению движения одной точки, например, по 

направлению вектора скорости 

а

чек
че  ги т

из
Av , можно определить направление 

движения точки В . В качестве примера на рис.3.9 показано возможное 
направление движения точки В  для заданного вектора Av . Точка В  может 
двигаться только вправо – вверх  ли вправо – вниз. Длина вектора и Bv  
тоже может менят я в широких пределах, но только так, чтобы модуль 
проекции  вектора 

ьс
Bv  на ось ηA  был рав  отрезк  1ВВ . 

«Насильственное» нарушение указанных требований в реальн   
механизмах приводит к разрушению механизма «заклиниванием». 

Пример 3.2. Воспользовавшись условием примера 3.1, найти скорость точки 

ен у
ых

В  
(рис. к примеру 3.1.а и 3.1. зуяс  теоре  проекциях скоростей.   

Решение. Если бы задачу приш ось решать с амого начала, о п ишлось бы 
вначале определить направления векторов скоростей 

б), поль ь мой о
л  с т р

Av  и Bv  в точках А   Ви  , а 
также модуль вектора скорости смvA /1= , как это было сделано в примере 3.1. Дал  
пришлось бы мысленно провести ось, например,  

ее
ηВ , проходящую через точки А   и  

В  и  направленную от точки В  к точке А . Далее определить углы, которые векторы 
Av , Bv  образуют с этой осью, и которые показаны на рис. к примеру 3.1б.  Наконец, 

записать разрешающее урав (3.12)  нение αα coscos ⋅=⋅ BA vv . Отсюда
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смvv AB /1== , что совпадает с результатом предыдущего примера. 
пр

уг
Замечание. Пользуясь только теоремой о оекциях скоростей, определить 

ловую скорость шатуна АВ   е можем. 

О распределении оростей точек на отре

н
 

ск зке АВ 
 

Как рас  АВпределены скорости других точек по отрезку ? Возьмем 
произвольную точку С  между точками А  и В и построим вектор ее 
скорости.  Можно показать, что ко Av , Bv , Cv  нцы векторов  лежат на 
одной прямой  A1B1 .   

 
Действительно, если в качестве полюса принять точку A , то по 

формуле  (3.8) будем иметь:  ACvCA ⋅=ω , ABvBA ⋅=ω . Отсюда 
ABvACv BACA // = . Другими словами, BBCACC 21212121 // BA= . Это 

означает, что концы векторов скоростей CBA vvv ,,   всех точек отрезка АВ  
лежат на одной прямой . Отсюда с о треугольники  
треу А

 11ВА ледует, чт  211 ССА  и
гольник 211 ВВА  – подобны. Отсюда  2211111 // ВСАВАСА 1=  или 

АВАСВАСА // 1111 = , или ВССА / 1111  /CВАС= .  
3.8. Следоват л вестных векторах скоре ьно, чтобы при из остей 

двух точек Av  и Bv  определить ве орости ктор ск Cv  точки  
лежащей между ними, до в точке  С  построить вектор 

C ,
   на Av ез 

конец этого ра провести перпендик
.  Чер

 векто уляр к отрезку AB   до 
й 11ВА кипересечения с прямо    и соединить точ  С и С1.  

Спроектируем  уравнение   (3.7) на  ось  АВАу ⊥  (рис.3.10) и  
получим:              

ABvvvv AyBAAyBy

 
           

⋅+=+= ω .
Отсюда следует  еще одна формула ля угловой скорости плоской гуры: 

    
д  фи

ABvv AyBy /−=  .                       ω                   (3.13)

1В  
у  

BAv  

3А  

CAv  

3С  

2С  

3В  

2В  CAv  

Av  

BAv  Cv  

 

1С  

1А  

Av

ВС  А  η  Рис. 3.10
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3. Определение скоростей точек плоской фиг мощью 
мгнове

уры с по
нного центра скоростей (МЦС) 

 
         3.9. Мгновенным центром скоростей МЦС (иногда обозначают р ) 
называется такая  точка плоской фигуры   Ф, скорость которой в

ни данный момент време равняется нулю. 
В тел 

может и не леж ит в плоскости 
движения тел. 

 случае движения тел произвольной формы МЦС отдельных 
ать в пределах  тела, но обязательно леж

3.10.Теорема. У плоской фигуры, совершающей плоскопараллельное 
(не поступательное) движение, в каждый момент времени 
существует единственная точка р , скоро ть которой в данный с   
момент времени равна нулю 0=pv .  

 
 

Доказательство. Пусть известны векторы скоростей двух точек
фигуры 

 
Av и Bv   . Восстановим перпендикуляры в точках и найдем точку

пересечения р  (
 

ис. 3.12). Докажем, что скорость этой чки плоскости  
равна 

р то
нулю 0=pv

 
. Доказательство проведем ме противного.  

 точки
тодом от 

Через А  и В   в направлении МЦС проведем   две оси ηА  и µВ  
(рис.3.12). Воспользуемся теоремой о проекциях скоростей  (3.12)  для оси 
ηА  и найдем вектор скорости pv . По построению проекция вектора Av  на 

ось ηА  равн нулю, так как он перпендикулярен оси. Тогда и проекция 
вектора 

а 
pv  на эту ось  равна нулю. Это возможно в двух случаях: или  

pv =0, или ηAvp Пусть скорость точки ⊥ . р  не равна нулю 0≠pv .  То   гда

Ap vIIv . Применяя теорему к точкам B  и p , приходим к выводу, что 

Bp IIv . Другими словами, приходим к противоречию. Одна точка в один v

и тот же момент времени не может двигаться в двух разных направлениях. 

µ  030  

090  

0

B

90  
Bp
pv  

Ap
pv  

Bv  

Av  

В 

А

р  

А  

Bv  
Av  

р  

Рис. 3.11 Рис. 3.12 

η  
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Следоват ьно, ел pv =0. Что и требовалось доказать. Отсюда следует 

вило пос  МЦС. 
.Чтобы построить мгновенн й нтр скоростей плоской 

пра троения
3.11 ы це

фигуры по известным векторам скоростей Ф   Av и Bv   двух точек А  и 
В , надо в точках А  и В  восстановить перпендикуляры к векторам 
скоростей и найти их точку пересечения   р  (рис. 3.11).  

 Чем же полезна точка, которую назвали мгновенным ентром 
скоростей?   Выберем точ

ц
ку p  за полюс. Тогда скорость произвольной 

точки В  по формуле  (3.7) примет вид: =+= BAрB vvv Bрv , так как pv =0.  
3.12 еличину мгновенной скорости любой  плоской фигуры, 

вершающей  плоскопараллельное движение, можно вычислить по 
формуле  (3.8)  как произведение угловой скорости тела на

. В  точки
со

 расстояние  
от т  очки до мгновенного центра скоростей.    

 
АpА vv =  ,  BpB vv = .              pBvB ⋅=ω ,   pAv ⋅=ω .           (3.14) A

 
Здесь ω  – угловая скорость фигуры при плоскопараллельном 

движении.  Вектор скорости любой точки А  тела перпендикулярен к 
отрезку Ар , соединяющему точку А  с мгновенным центром скоростей, и 
направлен в сторону вращения тела (по направлению круговой  стрелки 
ω ).  (3.14) поз по  скорост
мгновенного центра скоростей  угловую скорость фигуры

Формулы воляют и точки и 
 определить . 

известной

 
BpvApv BA // ==ω  .                                            (3.15) 

 
Сравнивая величины скоростей  точек  для одного и того же момента 

времени, то есть для одной и той же угловой скорости ω ,  из (3.14) имеем:  

pB
v

pA
v BA =  .                                             (3.16) 

        
Из (3.14) можно найти одну неизвестную

долж

ь 
взаимно перпендикулярные идеально гладкие пл
приближается к горизонтальной оси Ох. Определить положение МЦС (точку р) бруса в  

нный на рисунке момент времени.

 величину, а другие три 
ны быть определены заранее. Ниже приводятся примеры, 

иллюстрирующие некоторые правила и приемы определения МЦС.  
Пример 3.3. Брус АВ движется в плоскости Оху , опираяс точками  А и В на две 

оскости, так что его центр тяжести С 

показа
Решение. Движение бруса ограничено связями в виде двух взаимно 

перпендикулярных абсолютно гладких плоскостей.  По условию задачи сечение бруса
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 плоскостью е, в 

это оси Оу и Ох, соответственно. 
Следовательно, траекториями точек являются прямые линии. И  кинематики точки 
знаем, что вектор скорости точки всегда направлен по касательной к траектории той 
точки. Касательная к прямой линии совпадает с самой прямой. Так как траекториями 
точек А и В  являются прямые, то можем утверждать, что векторы скорости

 Оху , которое показано на рисунк процессе движения остается в 
плоскости Оху . Следовательно, брус совершает плоскопараллельное движение.    

у  
у  

 
Известны траектории движения точек А и В –  

з
 э

 Av  и Bv  
«лежат» на осях нно. Но в каку ены? По 
услов

 Оу и Ох,  соответстве ю сторону они направл
ию задачи точка С перемещается вниз. Поскольку брус является абсолютно 

твердым телом, то повседневный опыт подсказывает, что точка А тоже перемещается 
вниз. Поэтому вектор перемещения точки А, не показанный на рисунке, направлен 
строго вниз. Вектор скорости точки при любом характере движения сонаправлен с 
вектором перемещения, а для прямолинейных траекторий их направления просто 
совпадают (см. главу 1). Следовательно, вектор скорости Av  направлен з,  
показано на рисунке. 

Направление вектора скорости 

вни как

Bv  в данной задаче можно найти интуитивно, но 
это бывает невозможно сделать в более сложных задачах. Поэтому воспользуемся 
теоремой 3.5 о проекциях скоростей двух точек на ось, проходящую через эти точки, 
считая направление вектора  Av  установленным. Проекции векторов Av  и Bv  на ось, 
проходящую через точки А и В  будут равны, если вектор Bv править по траектории 
движения вправо, как

на
 показано на рисунке (см. еще пример 3.2). Чтобы найти МЦС, 

теперь достаточно по правилу 3.9 восстановить перпендикуляры в точках  А и В  и 
найти точку их пересечения р . Итак, брус АВ совершает мгновенно вращательное 
движение против часовой стрелки относительно точки р . 

Пример 3.4. Линейка эллипсографа приводится в движение кривошипом ОС . 
Определить положение мгновенного центра скоростей нейки в показанном на 
рисунке положении.  

 Решение. В этом примере известны траектории движения трех точек линейки –
точек СВА ,, . Вектор скорост  точки С  перпендикулярен к ОС  и устремлен по 
направлению вращения кривошипа – по направлению дуго

ли

и
вой стрелки 1ω . Траектории 

точек ВА,  – прямые, что навязано конструкцией механизма (связями-ползунами). Зная 

Cv  

С  

1ω  

р  

ω  

Рис. к  примеру  3.4 

С  

О  

Рис. к  римеру  3.3 п

О  

090  

х  
090  

Av  

Bv  

А  

В  

x  Bv  

Av  

В  

А
р  ω  
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направление вектора Cv , по теореме о проекциях скоростей получаем направления 
векторов BA vv , .   По правилу 3.9 получаем положение точки p , направление угловой 
скорости ω  и направление мгновенного вращения линейки эллипсографа. 

взаимно
очку

у  090  

 
Пример 3.5.   Брус АВ движется в плоскости Оху , опираясь точками  А и В на две 

 перпендикулярные идеально гладкие плоскости так, что его центр тяжести С 
приближается к горизонтальной оси Ох. Одна из плоскостей вырождается в т  А . 
Определить положение МЦС (точку р) бруса в показанный на нке момент времени. 
         Решени Мгновенный центр скоростей определяется, как в примере 3.3, но 
требует пояснения  определение направления вектора скорости 

  рису
е. 

Av  точки А  бруса, 
показанн сли взять за тело отсче ти угла ое на рис. к примеру. Е та брус, то вектор скорос
А  будет  к его траектории, то есть по краю бруса вверх. 
След епо

 направлен по касательной
овательно, точки самого бруса, касающиеся н движного угла, имеют векторы 

скоростей, направленные по краю бруса вниз, как показано на рисунке. Положение  
точки р  определяется из геометрических построений по правилу 3.9. 

Пример 3.6. Кривошипно-шатунный механизм с известными длинами кривошипа 
и шатуна приводится в движение вращением кривошипа ОА  и совершает плоское 
движение. В точке В  – ползун с осью, совпадающей с осью Ох . В 
показанном на рисунке положении механизма определить положение мгновенного 
нтра скоростей шатуна 

 координат 

це АВ .  
Решение. Определим направление  вектора скорости точки А . Точка 

принадлежит вращающемуся кривошипу ОА , поэтому (см. гл. 2) вектор скорости 
перпендикулярен радиусу ОА  и направлен в сторону вращения – по направлению 
дуговой стрелки ω . Интересно отметить, что 0=Ov ,  и точка O  является для 
кривошипа не мгновенным, а просто центром вращения чка . То А  – общая для 
кривошипа и шатуна  оба тела в этой точке имеют одну и ту же скорость. тор 
скорости точки 

, и Век
В  должен лежать на оси Ох . Это навязано связью – ползуном. 

Применяя терему 3.5 о проекциях определяем истинное направление 
векто

скоростей, 
ра Bv , показанное на рисунке. Положение мгновенного центра скоростей шатуна 

АВ  определяется теперь элементарно по правилу 3.9. Итак, механизм совершает 
плоское движение. Но пр этом кривошип совершает вращательное движение 
относительно оси, роходящей через точку О , перпендикулярно к пл кости рисунка, 
а шатун 

и 
п ос

АВ  в данный момент времени совершает мгновенн вращательное о 
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движение относительно оси, проходящей через точку р , перпендикулярно плоскости 
рисунка.                

Положение МЦС для некоторых частных случаев движения 
    

 
1) Качение катка по плоскости без скольжения (без 

проскальзывания или, еще говорят, без «буксовки»).  
Мгновенный центр скоростей находится в т чке о р , где каток касается  

плоскости. Действительно, точки плоскости неподвижны. Каток ка
скольжения. Следовательно, в точке касания скорости тел (ка

тится 
 тка и 

лос ти  
без
п кос ) должны быть одинаковыми и равными нулю.  Если известна 
скорость точки О , то угловая скорость катка вычисляется по формуле: 

v= pOR =R/0  – радиус катка.    022 vRvB =⋅=ω,   где ω .  Оказывается, 
что мгновенная скорость песчинки, прилипшей к колесу автомобиля в 
точке В , в два раза больше скорости точки оси О , которую мы видим на 
спидометре своего автомобиля. Вектор скорости точки А , лежащей на 
конце горизонтального  диаметра, направлен к точке В , так как известно, 
что  угол, вписан й в окружность и опирающийся на диаметр, – прямой. 
Тогда,   

ны
2RvA ⋅= ω .  

 
2) Векторы скоростей двух точек   плоской фигуры Av  и Bv  

параллельны одну сторону, но  не лежат на общем 
перпендикуляре  к скоростей 
(рис. 3.15). скоростей  и 
угловая скорост

, направлены в  точки  
, восстановленном одному из векторов 

Мгновенный центр  находится в бесконечности
ь фигуры ω   равна нулю. 

 
0=АВω  .                                              (3  .17)

 
Действительно, по   (3.14)  pBvB ⋅=ω ,   pAvA ⋅=ω . При этом Av  и 

Bv  – конечные величины. Параллельные прямые Ap  и Bp  пересекаются в 
бесконечности. Тогда по (3.15), 0//// =∞=∞=== BABA vvpBvpAvω  
(МЦС не существует). Это означает, что тело в данный момент времени 

Ov  

А

Bv  РВvBкатка /==ωω  

или 

или 
Av  

PAvA /=ω  

POvO /=ω  

В

)(МЦСр  

Рис.3.13 

О  

Рис.3.14 
р  
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с

090  0=АВω  

Av  

овершает мгновенно поступательное движение, векторы скоростей всех 
точе  по модулю

атунный 

к   тела параллельны и равны .  
 
Пример 3.7. Кривошипно-ш

механизм ОАВ  приводится в движение вращением 
кривошипа OA  с угловой скоростью ОАω .  Точка 

Bv  

090  
А  

В

Рис.3.15 

A  одновременно принадлежит шатуну BA  и 
кривошипу OA . Кривошип OA  вращается 
относительно неподвижной оси не 

аз ей 
у
н

 Oz (на рисунке 
пок ана), проходящ через точку O , 
перпендик но плоскости рисунка. 
Следователь  вектор скорости 

ляр
о, Av чки  то A  

п авлен перпендикулярно к оси кривоши OA  
в сторону ен я кривошип е ор 
на р па  

вращ и а. В кт
 

Av  в 
данный момент времени параллел  оси Bx . По величинеен  он равен ОАv ОАA ⋅=ω .  

В точке  B  в механизме  –  ползун, который по  B  зволяет точке двигаться только 
о, р ти точки вдоль своей оси Bx . Следовательн вектор ско ос Bv  параллелен вектору  

Av  и оба вектора направлены в одну сторону. М  шат
Следовательно,  шатун движется мгновенно
с одинаковыми по величине и направлению скоростями. Замечан е 
пример с примером 3.6 и убедитесь в м, что в другие момен ша

ЦС уна на сти. 
 поступательно,  движутся 

ие. Сравнит этот 
то ты времени тун 

вращ

 эпициклическом  механизме кривошип длиной
вращается с угловой скоростью /2

ходится в бесконечно
и все его точки

ается. 
у  В

С  

 
Пример 3.8. В  OA   см30  

 срад=ω  и приводит в движение колесо радиусом 
. Колесо находится во внешнем зацеплении без проскальзывания с колесом 

, вращающимся с угловой скоростью ад /32

 1
смr 10=  1 

2  ср=ω . Колесо  
шар

 1и ползун С  соединены
нирно шатуном ВС . Определить скорости точек BA, вую 

скоро
 DC,,  механизма и угло

сть  1ω  колеса 1, угловую скорость ВСω  шатуна ВС .  
Решение. сOAv смA /60302 =⋅=⋅=ω . Так как в точке касания  D  колеса 1 и 2

не проскальзывают относительно друг друга, то линейные скорости точек  D  и
рвого, и второго колес равны. 

 
 

пе )2()1(
DD vv = ектор  линейной скорости точки DDv= .  В

найдем по известному вращению колеса . По величине rOAvD 203)(2 ⋅=

 
 2  ссм /−⋅=ω . 

Вектор Dv  направлен в сторону вращения колеса и перпендикулярен радиусу 2   OD

Рис. к примеру 3.8 
2ω  

Cv  

Bv  

Av  

Dv  

х  

Cv  Dv  у  

х  090  

Рис. к  примеру 3.7 

Av  

090  D

С  

Bv  
В  

А  

О  

0≠ОАω  

0=АВω  

ω  1 

А
D  

2

О  
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 второго колеса который в данный м ент време  со, ом ни впадает по направлению с 
криво Скорости  двух точек с ались

  не

шипом  O одного и того же тела (коле а 1) оказ  
равными и по величине,  и по направлению. Следовательно, колесо 1 совершает 
мгновенно поступательное движение, то есть  вращается и 01

A . 

=ω .    Шатун ВС в 
данном его положении движется поступ тельно и 

 
а 0=ВСω . Это было показано 

с ,
в 

предыдущем примере. Окончательно, векторы коростей всех точек CBA ,,  
парал

D
лельны и равны по величине ссмvvvv DCAB /60==== .  
 

 
3) Векторы скоростей Av  и  Bv  двух точек плос ой фигуры 

параллельны, е равны друг другу по модулю, а ми точки лежат на 
общем перпендикуляре к векторам скоростей (рис. 3.16). МЦС (точка 
р) находится на пересечении прямой АВ   прямой, проходящей через 
концы векторов скоростей.  

При вая скорость плоской фи формуле: 

к
н са

и

 этом угло гуры вычисляется по 
 

AB
v BA v−

=ω   .                                         (3.18) 

 
Доказательство основано на применении соотношения (3.15). 
Пример 3.9. Третий частный случай иллюстрируется движением механизма, 
ение которого в некоторый момент времени 1ttполож =  показано на рис. к примеру.  

Механизм состоит из двух колес 1 и 2, плотно прижатых уг к другу (это могут быть и 
зубчатые колеса) и  кривошипа , вращающегося
(подшипник) соединенного с колесом 2 в точке

 др
 ОА  относительно точки О  и шарнирно 

 А . Кривошип ОА  и колесо 1 «сидят» 
на одной оси, но друг с другом не соединяются. Механизм приводится в
движ й момент 
време

 
ение независимыми вращениями колеса 1 и кривошипа ОА . В данны
ни угловые скорости  их равны 1ω  и ОАω , соответственно, и направлены так, как 

показано на рисунке к примеру 3.5. Таким обра колесо 1 и кривошип ОА  
совершают при работе механизма вращательное движение относительно неподвижной 
оси, а колесо 2 совершает плоскопараллельное движение. Так как кривошип совершает 

зом, 

вращательное движение относительно  оси,  через 
перпендикулярно к плоскости рисунка (на рис. ось не показана то вектор линейной 

  неподвижной проходящей точку 
О ), 

1ω  

Bv  

Av  

В

Рис. 1 к примеру 3.9 

•р  

А

O  

ОАω  

2ω  

2

1

Av  

AB
vv BA −

=ω  

В  

А  

р  

Рис.3.16 

ω  

Bv  
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скорости  Av  точки  A  кривошипа OA  и точки А  колеса 2 п пендикулярен к оси 
кривошипа ОА  и направлен в сторону его вращения (по криволинейной стрелке 

ер
  ОАω ).  

Векторы линейной скорости Bv  в точке касания колес В   совпадают. Рассматривая 
вращение колеса 1, видим, что Bv  направлен  перпендик лярно  к рад  
вращающегося колеса 1 в сторону его вращения. Следовательно, 

у уиус

Bv  II Av  . Пусть при 
этом BA vv > , ак показано на рисунке. Тогда мгновенный центр скоростей колеса 2 
оказывается в точке 

к
р . Колесо 2 совершает мгновенное вращение относительно точки 

р  с  мгновенной угловой скоростью 2ω . При этом  по формулам (3.14)  
BpApv BvA //2 = =ω . Отсюда ApvBpv BA ⋅=⋅ , где 2rBpAp += . Решая совместно два 

последних у нения, получим:  рав

B

B
v
rvВр

Av −
⋅

= 2   .                                                           (3.19) 

Угловая скорость второго колеса по (3.15) будет равна: 
22 /)(/ rvvBpv BAB −==ω  .                                           (3.20) 

Направление 2ω  совпадает с направлениями 1ω  и ОАω , что показано на 
нке. Это означает  что второе колесо «к » без кольжения по первому, обегая 
по часовой стрелке, так  при вращательных движениях тел направление 

векторов линейных скоростей точек глова вращения самого тела 
всегда согласованы и «направлен

рису , атится с
его как  

 тела и у я скорость 
ы в одну сторону».  

Пусть теперь модули векторов скоростей таковы, что AB vv > . Это может быть, 
если ⋅>⋅ OAОВ OAωω1 OA1 и /OBOA⋅>ωω . Тогда мгновенный нтр скоростей 
будет
получим: 

 це р  
 в точке, показанной на рис.2 к примеру 3.9. По аналогии с предыдущим случаем 

 )/(2 ABA vrvАр ⋅= ,           (3.21)                                22 /) rvv − v( AB −=ω .   (3.22)       
Как и раньше, направление угловой скорости 2

        
ω  определяется по направлению 

векторов линейных скоростей BA vv , . 

Bv  
Av  

 
 4)  Векторы скоростей  Av  и  Bv  двух точек плоской фигуры 

параллельны, не равны по модулю и направлены в разные стороны. 
Точки лежат на общем перпендикуляре АВ к векторам скоростей  

AB
vv BA +

=ω  

Av  А

В  

р  

Bv  

Рис.3.17 

ω  2ω  

1ω  

В  

Рис. 2 к примеру 3.9 

•
р  

ОАω  

2
1 

В  

О  
А
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 (рис. 3.17).  МЦС ( очка р) находится на пересечении прямой АВ   и 
прямой, проходящей через концы векторов скоростей.  

При этом угловая скорость плоской фигуры вычисляется по формул
 

т

е: 

AB
vv BA +

=ω .                                  (3.23)             

Доказательство основано на применении соотношения (3.15). 
Пример 3.10. Две параллельные рейки движутся  разные стороны с 

постоянными скоростями
в

21 vиv . Между рейками зажат диск радиуса R , катящийся 

по рейкам з скольжения. Найти угловую скорость диска бе ω  и числовое значение 
скорости его центра , если  

Решение. Так как диск катится без скольжения, то в точках  касания

 0v   O  21 vv > .

 
 А  и В диска 

с рейками соответствующие скорости  равны. А именно, 1vvA = , 2vvB = . Так как 
рейки параллельны, то параллельны и векторы скоростей Av  и Bv  точек А  и В  диска, 
а сами точки лежат на общем ерпендикуляре к векторам скоростей этих точек. 
Следовательно, мгновенный центр скоростей лежит на вертикальном диаметре диска 
между точками  

 п  

А  и В , к показ н  рис. 2 к примеру 3.10.  пропорциональности 
точек плоской фигуры их  м

ка а о на Из
 расстояниям до гновенного центра скоростей (3.16) имеем: 

Bp
Ap

v
v

B

A =               и            RАВВрАр 2==+ . 

Решая совместно последние два уравнения, находим расстояние от точки Вр   В  
до мгновенного центра скоростей : р )/(2 BAB vRvBp v+= .  Угловая скорость диска 
при его вращении относительно мгновенного центра скоростей р  вычисляется по 
(3.15): RvvRvvvvApvBpv BABBABAB 2/)(2/)(// +=+===ω . Или 

R
vv

R
vv BA

2
21

2
+

=
+

=ω

Учитывая, что

.                                       (3.24) 

 RAB 2= , видим совпадение (3.24) и (3.23). 
Чтобы ние определить величину линейной скорости центра диска, вычислим расстоя  
Ор .                  )/()()/(2 BABABAB vvvvRvvRvRBpOBOp +−=+−=−=  
 
Так как точка p  – мгновенный центр скоростей диска, в ичи  скорос  центра  
диска  Ov  вычисляется по формуле (3.15).

ел на ти

А

B
2vvB =  

1vvA =  

ω  

2v  

1v  
О  О  

R  

ω  

Рис.1 к примеру 3.10 Рис.2 к примеру 3.10 

• р  

Ov  
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=⋅= OPvO ω ⋅
+
R

vv BA
2 BA

BA
vv
vvR

+
− )( =

2
)( BA vv − =

2
)( 21 vv − . 

Ov определяется поНаправление вектора  направлению вращения диска, то есть 
по направлению ω ,  и показано на рис. 2  к примеру 3.10. 

§ 3.3. Задачи с реш ни деление скоростей  
   

е ями на опре

Задача 3.1. Кривошип ОА длиной

точек тела при плоскопараллельном движении 
 

 мОА 3,0=   вращается равномерно с угловой 
скоростью ./10 срад=ω   К шатуну АВ в точке С шарнирно прикреплен шатун СD. В 
точках С  и D  имеются ползуны. Для заданного положения механизма (см. рис
з аче) определ точки на, если в  положении механизма

0

. к 
ад ть скорость   D ползу   данном  
гол α . 

ие. Покажем н
Ползун 

и
 30=у

 

 
Решен а рисунке скорость точки А, она равна:  vA = ω ⋅ OA = 10⋅0,3 = 

3(м/с). В может перемещаться в горизонтальных направляющих. Скорость 
точки В будет параллельна вектору Av , следовательно, шатун АВ совершает 
в данный момент мгновенно поступательное движение и vB =  vA = vC = 3(м/с); ω = 0. 

 Отсюда  ачение 

скорости 0cos 00 =⋅= .   Ответ: 1

Ползун D движется в вертикальных направляющих.  Для точек шатуна СD по теореме 
о проекциях скоростей можно записать 00 30cos60cos ⋅=⋅ DC vv . зн

  смvv CD /73,130cos/6  смvD /73,= . 
Задача 3.2. Определить скорости точек  ,,  и гловые скорости 

шатуна
DCBA , у  

AB , стержня D  и коромысла C  ED , если кривошип вращается против хода 
часовой стрелки с угловой коростью   

 OA 
с сpaд /3=ω ,  а   ;  

. 
Решение. Определим по (3.15) скорость точк

смАВОА 30==
DECD = ; СВАС =  

и А  кривош па  который  вращается 
с заданной угловой скоростью 

и   ОА ,
ω : ссмOAvA /90303 =⋅=⋅=ω . Вектор скорости Av   

перпендикулярен к  кривошипу .  Ползун  OA B  движется поступател , точка ьно B    
принадлежит также шатуну AB , совершающему плос осстановим 
перпендикуляры к векторам скоростей в точках

кое движение.      В
АиВ и найдем МЦС шатуна AB - т .  

 
. 1р

030=α  

Av  

ω  

•  

α2  090  

α  

α  
α  

α  

CDω  EDω  

АВω  

Cv  

Bv  Dv  

Av  

D  Е

С  

В  

А

ω  х  

у  

 

2р  

х  

α  

α  

СDω  

y  р  

Bv  

Cv  
C  B

Dv  

D  А  

О  

Рис. к задаче 3.1 

•  

•

О  

1р  

Рис. к задаче 3.2 
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Треугольник ВАр1  – равносторонний, поэтому 11 ВрАВАр == .  Применяя  
соотношение  (3.15),   имеем 11 // Appvv BAB = . Отсюда  ссмvv AB /90== ,  а 

срадApvAАВ /3/ 1 ==ω .  Для определения Cv  соединим точки 1р  и С . Так как 
треугольник ВАр1  – равносторонний, отрезок Ср1  перпендикулярен к AB .  Отсюда 
видно, что    вектор скорости   Cv   напра еме (3.5) о проекциях 

скоростей   см94,776 =  

влен .  

v 86,09030cos 0 ⋅= . Ве  

по  СА  По теор

сv AC /= ктор скорости Dv  
перпендикулярен кривошипу ED .  Проектируя     Cv  и   Dv   на  CD ,  имеем 

)/(97,385,0947760cos 0 ссмvv CD =⋅== .  М центр ско я 
ся

,⋅ гновенный о стержн
 н  в точке Найдем длину кривошипа 

р стей 
CD  аходит 2p . ED : 

, е =⋅+⋅= 00 30cos30cos ACOAED см73830cos45 0 =⋅ . Кром того: CD9 ED = ,  

угол   ,300
2 =CDp   расстояния  4530cos/ 0

2 сCDCp ==  

смCpDp 5,2230sin 0
22 =⋅= . сюда:      

        

,м

  От 1

22
73,1

5,22
97,38 −==== c

Dр
v

C
v DC

СDω  
р

.1
98,38

== cEDω             Ответ:  Cω .1= cED  

§3.4. Задачи для льного  на 
 точек те  при плоскопараллельном 

движении

97,38 1−=
ED
vD

D
1−ω

самостояте решения 
определение скоростей ла

 

 

; 

,173,0 1−= c  

D  

Задача 3.3. Стержень СD шарнирно связан с шатуном АВ и коромыслом DЕ. 
Определить скорости точек А, В, С, D и угловые скорости всех звеньев механизма, если  

1−= сπω ; смОА 20= смСD 40= ; АВОА= ; СВАС = ; смDE 10= .  
Ответ:  ссмvv BA /20π== ; ссмvC /3,17= ; ссмvD /10π= ;  1−= сАВ πω ; 

125,0 −= cCD πω ; 1−= cDE πω .

Ри дс. к  за аче  3.3 

ω  В  
О  

030  

0  60С  

A
E  

E  

C  

D  

β  

Рис.  к  задаче  3.4 

О  
х  

ω  

α  
В

А  

у  

030=α  

0120=β  
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Задача 3.4. Кривошип ОА  кривошипно-шатунного механизма САВ вращается с 
угловой скоростью .  Определить скорости точек А, В, С, D и угловые 
скорости звеньев ВС D, DЕ, если  

14 −= сω
, С смАСАВОА 15=== ; cмСD 40= ;   

Ответ: v B

cмDE 30= .
 ссм ; ссмvC /8,103= ;  ссмvD /60= .v 60== /A   

Задача . Шатун ВD шарнирно соединен с кривошипно-коромысловым 

механизмом ОАВС, кривошип ОА которого вращается с угловой скоростью

 3.5

 13 −= сω .  
Определить скорости точек А, В, D и угловые скорости всех звеньев, если   

  Ответ: 
 смОА 20= ,

смBDАВ 40== , смBC 60= . ссмvA /60= ; ссмvB /4,69= ; /3,80= ; 

0 −= с

vD ссм
1867,АВω ;  ;  . 

 
 

оложени
если вращается

 скоростью сОАω ; 

11 −= cBDω 116,1 −= cBCω

Задача 3.6.  В п и механизма, указанном на рисунке, определить скорости 
точек А, В, С, угловые скорости звеньев механизма, кривошип ОА  с 
 угловой 11 −= см3/ ВСАВОА 502/ === .

Ответ: ссмvv BA /50== ;  0=Cv ;  147,0 −= сАВω ;  15,0 −= сВСω .  

 
Задача 3.7. В планетарном механизме кривошип ОА вращается с ловой скоростью уг

12 −= сω  и приводит в движение колесо 2 радиуса смr 20= , которое находится
радиуса см

 во 
внутре неподвижным колесом 1 ннем зацеплении с R 50= . Колесо 2 и
олзун С связаны шарнирно шатуном ВС . Длина 

 
п шатуна  .100смВС =  Определить
коро

 
с сти   точек    А,  В,  С    и   угловые   скорости    подвижных  звеньев   механизма в 
 показанном  на  рисунке положении.

Ov  

2ω  1ω  

С  

х  

у  

О  
045  

ω  

А  В  

1 

2  

Рис. к задаче 3.7 
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1О  2О  
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Рис. к задаче 3.8 

D
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О  

С  

В  А  

у  у  

090  

О  
х  

045  090  

045  

045  

060  

030  

х  

Рис. к зад че 3.5 а

ω  ω  

Рис. к задаче 3.6 
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Ответ: ссмvA /60= ;  см сvB /6,84= ;  0=Cv ;   ; . 
 Блоки 1 и вращаются вокруг неподвижных осей О1 и  О2 с 

угловыми скоростями и  .  Определить скорость центра О и 
угловую скорость  блока 3. Радиусы блоков  

1
2 3 −= cω 185,0 −= cBCω 

Задача 3.8.  2 
1

1 4 −= сω  1
2 8 −= сω

 подвижного смrrr 1021 === . Ответ: 

;    

 

Задача 3.9. Величина скорости груза 1, совершающего поступательное движение, 
/ . Определить угловую скорость 

ссмv /600 =
1

3 2 −= сω .

            

смv 5,01 = 2ω  и величину скорости центра 

подви
Ov  О  

жного блока 2, если его радиус мR 1,02 = .  Ответ: 2 5,2= cω ; смvO /25,0= . 
Задача 3.10. Опре А, В, С и угловые скорости ВСАВ

1−

делить скорости точек ωω ,  
звеньев АВ и ВС механизма, если кривошип ОА вращается с углово  скоростью 

1−
й

= сω ; 2 смОА 20= ; смАВ 60= ; 
смВС 50= . 

      Ответ: ссмvA /40= ; ссмvB /20= ; 

сcмvC /3,17= ;  1577,0 −= сАВω ; 
16,0 −= сВСω .  

            Задача 3.11.  В эпициклическом 
механизме кривошип ОА вращается с 
угловой   скоростью 11 −= сОАω  и 
приводит в движение шестерню 2 
радиусом  смr 202 = , которая находится во 
внешнем зацеплении с шестерней 1 
радиусом смr 601 = .  В, 

находящейся на  шестерни 2, шарнирно присоединен шатун ВС. Второй конец 
шатуна ВС связан с ползуном С. В указанном положении механизма определить 

К точке 
 ободе

О  

С  

 

030  

А
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скорости точек А, В, С и угловые скорости 1ω  и ВСω  звеньев механизма, если 

шестерня 2 то ипвращается с угловой скоростью 14 −= сω  в ту же сторону, ч  и кривош  2

ОА. Ответ: ссмvA /80= ;  смvB 160= ссм /4,225с/ vC; = ; . 
 

точки плоской фигуры 

. Теорема о геометрическом с  ускорений 
 

3.13. Теорема. Вектор ускорения 

1
1 0 −= сω 16,1 −= сВСω; 

  § 3.5. Определение вектора ускорения произвольной 

 
1 ложении векторов

Ba  произвольной  точки В 
плоской фигуры в плоскопа
геометрической сумме вектора уско

раллельном движении равен  
рения Aa  точки А , принятой за 

полюс, и вектора ускорени  я BAa , к бретает п
вращении плоской фигуры  относит ю а
 

оторое точка В прио ри 
ельно пол с  А   (рис. 3.18):  

BAAB aa += a .                                             (3.25)  
Доказательство:  По теореме о сложе оров скорнии вект остей (3.7) вектор 
скорости произвольной точки плоской фигуры BAAB vvv += .   Продиф- 
ференцируем последнее равенство  по времени и получим:

dtvdа ВВ /= = dtvd А / + dtvd ВА / . 
Здесь  dtvdа ВВ /= – вектор ускор чки В.  ения то dtvdа АА /= – вектор 

ускорения dt полюса А.  vdа ВААВ  – вектор ускорения  В, которое 
   от вращения  (другими словами, отрезка АВ) 

тно  

/= точки
но приобретает  фигуры  о
о сительно полюса А. Окончательно вектор ускорения точки В 
вычисляется по формуле ВААВ ааа += . Что и требовалось доказать.  

Геометрическая интерпретация формулы (3.25) для одного из 
озможных вариантов движения фигуры представлена на рис. 3.18.  

ии – 
рямолинейной или криволинейной. Отрезок АВ вращается, поэтому 
траектория

в
В общем случае полюс А может двигаться по любой траектор

п
 точки В – кривая линия. Следовательно, вектор BАa  всегда 

можно представить  виде суммы его касате ной и нормальной 
составляющих  

в ль
n
ВАВАBА ааa += τ , что бывает удобно в практических 

расчетах (рис.3.18, рис.3.19).  При этом  (3.25) принимает вид: 
  

АВ аа = + n
ВВА аа +τ .                                           (3.26)  А

 
Величины    векторов  n

ВАВА аа ,τ     вычисляю мулам теорится    по фор и 
 вращательного движения относительно неподвижной оси
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,           АВаn
ВА ⋅= 2ω ,         (3.27) а АВВА ⋅ε=τ                      

 
где  )(),( tt ϕωεϕω &&&& ===  – угловая скорость и угловое ускорение плоской 
фигуры соответственно. С учетом (3.27) имеем:                   

2
4222 ;)()(

ω
εµωετ =+⋅=+= tgАВааа n

ВАВАВА . (3.28)     

Здесь  ВАа  и µ – модул  отклонения вектора  ь и угол ВАа   от отрезка   

ВА , соответственно. Вектор n
BAa , независимо  врот направления ащения 

 (рис. 3.19, рис. 3.20), направлен от точки В к мгновенной оси 
вращения, проходящей через А.  Другими
фигуры

 точку  словами, вектор n
BAa  

всегда направлен от точки В к точке А, принятой за полюс. 
Направление вектора τ

ВАа  (рис. 3.19, рис. 3.20) соответству т  
направлению дуговой стрелки углового ускорения 

е
ε  и не зависит от 

направления вращения фигуры,  есть не зависит от направления дуговой 
стрелки

то
 ω .  

Если точка А которую решено принять за , движется по 
известной криволинейной траектории, то  вектор

, полюс
и  Aa  можно разложить на   

касательную  нормальную составляющиеи  n
ААА ааа += τ  , а формула (3.26) 

примет вид: 
n
BABA

n
AAB aaaa += a ++ ττ  .                      (3.29)                 

 
И последнее, если и точка В движется по известной криволинейной 
траектории, то формулу (3.26) можно будет записать в самом общем виде:

τ
BAa  

BAa  

ВАа  

А  

Аа  

у  
х  090  

τ
ВАа  Аа  

Ва  

ВАа  

А  

В  

εω,  

n
ВАа  

ω  

ε  

n
BAa  µ  

В  

В
µ  

А

Рис. 3.18 Рис.3.19 Рис.3.20 
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n
BABA

n
AA

n
BB aaaaaa +++=+ τττ .                               (3.30) 

 
ния ект  

про кой

 

Уравне  (3.25) – (3.30) позволяют вычислить в ор ускорения
извольной точки В  плос  фигуры. При этом предполагается, что 

все другие векторы, входящие в эти уравнения, или известны заранее, или 
могут быть вычислены по исходным данным задачи. Но совершенно 
очевидно, что эти уравнения справедливы и для случая, когда вектор Ва  
известен. В этом случае они позволяют найти любой  другой один вектор 
по и

 з
еским уравн

которую прямоугольную систему координат . Начало 
координат  О и направление осей выбираются
любое из уравнений  (3.25) – (3.30) на эти оси
уравнения    метода   проекций. Например,   векторное    уравнение    (3.30)    

  

звестным остальным векторам (из одного уравнения можно найти 
одно неизвестное).  
 

2. Метод проекций для определения ускорений 
 

С методом проекций мы уже сталкивались при обсуждении методов 
определения скоростей. С математической стороны десь все делается так 
же, но применительно к другим механич ениям. Введем на 
плоскости не Оху

 произвольно. Спроецировав  
, получают соответствующие 

заменится двумя скалярными уравнениями:
 

 n
BАхBAx

n
АхАхВх aaааа +++= ττ ,   n

BAyBAy
n
АyАyВy aaааа +++= ττ .    (3.31)                     

 
Все входящие в эти уравнения велич

соответствующих векторов. Из системы уравнений
определены  

 

ины – это проекции 
 (3.31) могут быть 

  любые две входящие в них величины. Остальные величины
должны быть известны заранее.  Если, например, из системы (3.31) 
определены проекции вектора ускорения точки В – ВуВх аа , ,   то модуль  

вектора ускорения Ва   находится по формуле: 

                                  2Ba  = 2
ByBx aa + .                                       (3.  

Направление вектора 

32)

Ва  в принятой системе координат Оху  можно 
установить по проекциям     Выбор осей координат не влияет на ВуВх аа , .
конечный результат, но может существенно облегчить или затруднить 
выч

Пример 3.11. Стержень 
исления.  

АВ  движется в плоскости. В данный момент времени 
точки А  имеет ускорение Аа , угловая скорость стержня 12 −= сω , угловое ускорение 

22 −= сε . Направление угловой скорости и углового ускорения показаны дуговыми 
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стрелками на рисунке 1 к примеру.  Определить величину ускорения точки В  стержня, 
если длина его мАВ 1= , а модуль вектора ускорения 2/1 смаА = . 

 
Решение. Стержень в данный момент времени вращается замедленно, так как ω  

и ε имеют противоположные направления. За полюс прим  ем точку А , ускорение 
которой известно. Это нственная причина для выбора еди  полюса в точке А . По (3.26)   

АВ = аа + nτ
ВАВА

вующих векторов ускорений ти в данный момент времени. 
аа + . Это уравнение позволяет определиться с направлением 

соответст на плоскос
Направление вектора Аа о в условии примера. Направление вектора   дан τ

ВАа  

определено по направлению ε . В рмального ускорения  ектор но n
ВАа  всегда направлен 

к выбранному полюсу. Модули двух последних векторов вычисляются по формулам 

(3.17). 2аВА ⋅= ετ 22n 2/212 смАВ =⋅= ,   ВА =⋅=⋅=ω . /414 смАВа /1 смаА =  по 
услов

 уравнен
им

, 

ию примера. Далее воспользуемся методом проекций. Введем оси координат, 
показанные на рис. 2 к примеру, и спроецируем векторное ие (3.26) на эти оси. 
Получ :  

nτ nτ      BАхBAxАхВх aaаа ++= ,  BAyBAyАyВy aaаа ++=   ,                 (*) 

где аа ААх ==  2/1 см τ
BAxa = 2/2 смаВА =

τ ,  =n
BАхa 0 , 0 , 

 существенно облегчил нахождение 

 из  нулю. Окончательно из (*) получим 

=Аyа 0=τ
BAya , −=n

BAya  

2/4 смаn
ВА −= . Удачный выбор осей координат

проекций, многие них равны 2/3 смаВх = , 

= 2/4 смаВy − , ./5)()( 222 смааа ВуВхВ =+=  Ответ:
 

3. Мгновенный центр ускорений (МЦУ). Определение ускорений 
точки пл ской фигуры с использованием мгновенного центра 

ускорений 
 

центром уск й фигуры 
назы

  ./5 2смаВ =  

о

3.14. Мгновенным орений Q  плоско
вается точка в плоскости движения фигуры, ускорение которой 

равно нулю (
 

0=Qa ).

Рис.2к примеру 3.11 Рис.1к примеру 3.11 
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Слово «мгновенный ч
 

 и нта
было

То

» указывает на то, то при плоскопараллельном 
движении плоской фигуры положение этой точки в общем случае меняется 
с течением времени может быть определено для конкретного моме  
времени. Так же  и с мгновенным центром скоростей. Пусть 
положение МЦУ известно. Примем ее за полюс. гда ускорение 
произвольной точки В  плоской фигуры вычисляется по формулам (3.25) и 
(3.26), прини которые   мают вид: теперь BQQB aaa += .  Отсюда 

n
BQBQBQB aaaa +== τ ,   так как  0=Qa . Вывод: При плоскопараллельном 

движении и известном МЦУ вектор полного ускорения Ba  любой точки В  
плоской фигуры определяется как вектор ускорения BQa  эт

ательном д жени  плоской фигуры относительно МЦУ  
ой точки во 

вращ ви и     
( n n

BQB aa += τ
BQa ). Величины  векторов ВQВQ аа ,τ  вычисляются по 

формулам (3.27). 
QВаВQ ⋅= ετ ,           ⋅=ω .                  (3.33) QВаn

ВQ
2

Здесь  εω,  – угловая скорость и угловое ускорение плоской фигуры 
соответственно,    BQQB =  – расстояние от мгновенного центра ускорени

о точки 
й 

дQ  B , ускорение которой в данный момент хотим определи
ид:  

ть.     
А формулы (3.28) будут иметь в

2
2

4 ;
ω
εµωε =+⋅== BQаа ВQВ  .        (3.34) tg

42/ ωε +== BaQBBQ  ,                                   (3.35) 
µ  –   угол отклонения вектора  ВQа   от отрезка  BQ , соответственно.  

Как определить мгновенный центр ускорений (МЦУ)?  Рассмотрим 
два частных случая. 

Первый случай. Известен вектор ускорения Ba  некоторой точки В  
плоской фигуры (известны его модуль и направление в точке В ), а также 
угловая скорость ω  и угловое ускорение ε  само  определения 

ее.  
ктор 

  й фигуры. Для
нужно сделать следующ

1. Изобразить ве
Q  

 В .Ba  в точке   2. Вычислить угол µ  по формуле 
(3.34). 3. Мысленно повернуть вектор µ  Ba  на угол в направлени  
дуговой стрелки 

и
ε  и провести в направлении  повернутого вектора луч 

ηQ . 4. Вычислить длину трезка о BQ  по формуле (3.35). Эт дает о 
42 ωε/ +== BaQB точки B . 5. Отложить от Q В  на луче ηQ  отрезок 

длиной BQ  и найти точку .  
          Докажем, что   

 Q
В  .  Выбе чку рем  то за  полюс и вычислим0=Qа



122       Глава 3. § 3.5.    Определение вектора ускорения произвольной 
точки плоской фигуры.    Мгновенный центр ускорений       
 

ускорение Qa очки Q .   По имеем формуле (3.26)  т BQBQ aaa += , где 

n
BQBQB aa +=Qa τ .Модуль вектора 22 )()( n

QBQBQB aaa += τ  = 

42 ωε +⋅BQ .  Но  построению   =  по 42/ ωε +== BaQBBQ . Тогда  

 =QBa 42 ωε +⋅BQ = ⋅+ )/( 42 ωεBa Ва=+ )( 42 ωε . Далее, прямая 
ηВ  отклонена от вектора Ва  на угол µ торону ε  по построению.   в с

Вектор  BQa  отклонен от направления ηВ  на т же угол, найденныот й из 

(3.34), по свойствам вращательного движения. Следовательно, BQB aa −= , 

что показано на рис.3.21. Тогда =+= BQBQ aaa 0=− BB aa . Что  

требовалось доказать.  
Второй случай. Пусть известны олько направления  векторов 

корений 

и

т
ус ВА Ви  плоской фигуры (модули  известны),  
угловая скорость 

аа ,  двух точек А  не
ω  и угловое ускорение ε  самой фигуры. Для  

определения Q  нужно выполнить следующее. 
1. Вычислить угол µ  по второй з формул (3.34). 2. Мысленно 

 векторы 
 и

повернуть Аа  Ba  и в точках их ения на угол прилож µ  в 
релки направлении дуговой ст ε  и провести в направлении  ернутых 

векторов учи  
пов

  л ςА  и ξВ . 3. Точка пересечения этих лучей  
о цент с.

 
а лежать на двух построенны

определит
положение мгновенног ра ускорений Q  (ри  3.21). Доказательство 

основано на том, что точка Q  должн х прямых 
ςА  и ξВ  одновременно

первом случае методик
,  как обе они построены по обсужденной в 

е. Но две не параллельные прямые на плоскости 
имеют только одну общую точку – точку пересечения. Что доказывает 

так

Ва  

ξ  

В
ς  

 
Q  

Аа  

Ва  

А В  

Q  

µ  

µ  
µ  

ω  

 

Рис.3.21 

Ва  

ω  
ε  

η  

µ  

nа  QB

τ
QBa  

QBa  

QBа  
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выск
ость э

сленные по 
 от мгновенного 

центра
  

азанное утверждение о положении точки  Q . Отсюда следует и 
единственн той точки. 

Сравнивая ускорения разных точек плоской фигуры, вычи
(3.34), находим, что они пропорциональны их расстояниям

 ускорений. 
   .// QBQAаа ВА =                                            (3.36) 

 
3.15. Если мгновенный центр ускорений Q  известен, известны 

угловая скорость ω  и угловое ускорение ε , то ускорение Ва  точки В  
находится по следующему правилу. 

1. Находится расстояние QB  от точки Q  до точки B . 2. Модуль
вектора ускорения 

 
 Ba  точки В  плоской фигуры определяется по

первой из формул (3.34). 3. Вычисляется угол µ   по из формул 
(3.34). 4. Приложив вектор 

второй 
 Ba  в точке В , он сначала мысленно 

направляется к точке , а  поворачивается на угол  Q затем µ   от   
отрезка BQ    в сторону дуговой стрелки  ε   (то есть в сторону своей 

составляющей  τ
ВQа .   Рис. 3.21).  

§ 3.6. Задачи с решения и на определение ускорений 
отдельны  тела при плоскопараллельном движении 

м
х  точек

 
Задача 3.12. К кривошипу мrА 2,0О == , равномерно вращающемуся в плоскости 
нка руг точки О  с угловой скоростью срад/2рису  вок =ω , прикреплен шатун rАВ 2= ,  

соединенный с коромыслом rВC = . Определить ускорение Ba  точки B  шатуна, 
угловые скорости ABω , ВСω   и угловые ускорения ABε , ВСε   шатуна АВ  и 
коромысла ВC . 

Решение. Начнем с определения скоростей. Шатун АВ  совершает 
плоскопараллельное движение. Движение точки А  можно легко определить. Поэтому 
за полюс примем точку А    и по исходным данным определим скорость и ускорение 
точки А шатуна. Так как точка А   принадлежит и равномерно вращающемуся 
кривошипу ОА , то  (2.16)  по смAOvA /4,02,02 =⋅=⋅=ω . Вектор Av  
перпендику к и направлен в сторону вращения кривошипа. По формулам  
(2.17)

лярен OA   
 и (2.18) при 0=OAε :  0=τ

Аа , 22 8,0 мOAаn с/А =⋅=ω .  Вектор  нормального 

ускорения n
Аа    направлен от точки A  к т чке О.  Точка о В  принадлежит

 
  

вращающемуся коромыслу ВС  и шатуну АВ  одновременно.  Следовательно,  
траек  дв сатория точки В известна. Точка  В ижется по  окружности радиу  ВС. Поэтому 
вектор скорости Bv    перпендикулярен к BC  и направлен так, как показано на рис. 2 к 
задаче.  Последнее следует из теоремы о проекциях скоростей.    По этой же теореме  
находится и величина Bv .  Проецируя векторы       BA vv ,    на ось    1Bx ,     получим:    

AB vv =060cos .   Или  мvv сAB /8,02 == .
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Чтобы найти  ABω , ВСω , р ей ш построим мгновенный цент  скорост  атуна АВ. 

Из треугольника 

 р
АрВ  видно, что 00 30230 tgrtgАВАр ⋅=⋅= . Или 

мАр 23,0577,04,0 =⋅= . Тогда  
174,1

23,0
4,0
===

Ap
B

Вω −cv
А , 14

2,0BC
               Переходим определению ускорений. Векторы нормальных ускорений 
отдельных точек т ерш х ие, направлены к оси 
вращения. есть их направлени  всегд звестны, если известна ь вращения. В 
данной задаче оси вращения проходят чере точки АрСО ,,,  перпендикулярно 
плоскости рисунка. Оси, проходящие через точки СО,  – неподвижны, а две другие – 
подвижные, «мгновенные» оси. Векторы асательных ускорений отдельных точек 
вращающихся тел направлены по касательным к их траекториям, но часто бывает не

ну о л

8,0 −=== cvB
BCω . 

 к  
ел, сов ающи вращательное движен

То я а и ос  
з 

 к
 

о в  
корен  

сторону. Это соответствует   предположению об ускоренн  точек. Угловые 
ускорения вращающихся тел связаны с соответствующими ыми ускорениями, 

известно в какую стор . Если направления векто инейных скоростей точек уже
известны, то неизвестные векторы касательных ус ий будем направлять в ту же

р

ом движении
 касательн

направления их согласованы. С учетом сказанного, на рис.2 показаны векторы 
касательных ускорений точек τа  и угловых ускорений тел ε .  

 Учитывая, что точки А  и В  описывают окружности радиуса и ОА  ВС  
соответственно, запишем векторное уравнение  (3.20): 

n
BABA

n
AA

n
BB aaaaaa ++=+ τττ  ,                                            (*) 

где 

+

0=τ
Аа , 22 /8,0 смOAаn

А =⋅=ω , n
АА аа = , 0 сма 2/8,А = , 

22 /2,32,016 смBCa BC
n
B =⋅=⋅=ω , мABa BA

n
BA =⋅ω . Все   

ускорений показаны на рисунке 2 к задаче.  Модули векторов 

22 /2,1 с= векторы
τ
Ва , τ

ВАа  пока 
неизвестны.  

Спро векторного ура  ось Вх1 
(направлен на ось ие ВС):

 

ектируем обе части 
ие ВА), затем 

внения (*) сначала на
Вх2  (направлен

АВω  

BAv  

ВСω  
n
Ba  

τ
Ba  

090  

Bv  

n
ВАа  

030  

090  

τ
ВАа  

2x  

АВω  
р  

ВСε  

Av  1х  030  

С  

ВА  

О  

ω  

В  
А

О  

ω  

Рис. 1 к 2  задаче 3.1 Рис. 2 3.12  к задаче  

С  

АВε  
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n
BA

n
BB aaa =⋅+⋅ 00 30cos60cosτ ,  

0 30cos60s ⋅+⋅ 00 60cosco ⋅−−= τ
BA

n
BAA

n
B aaa . 

  Решая совместно эти я, получим: 
14,3)2,1866,02,(2)30cos(2 мaaa n

BA
n
BB −=+⋅−=−⋅=τ . 

a
уравнени

20 /3 с

=⋅−−⋅= )60cos30cos(2 00
A

nnτ

оры

BВАВА aaаа  
2/14,5)5,08,02,3866,02,1(2 см−=⋅−−⋅ . 

Математически знак минус  указывает на то, что вект  

=
ττ
ВАаа , показанные на 

рис. 2, в действительности направлены в об атную сторону, и их истинные 
направления, удовлетворяющие уравнению (*), совпадают с направлениями 
соответствующих векторов линейных скоростей 

В ,
р
не 

BAB vv , , которые уже были 
определены.  С механической стороны не совпадение направлений соответствующих 
векторов линейных скоростей и ускорений означает, что точка В  в данный момент 
совершает мгновенно замедленное движение. Вычислим, наконец, модуль ускорения 
точки В  и угловые ускорения шатуна АВ  и коромысла СВ– ВСАВВа εε ,, . 

22222 /48,4)2,3()14,3()()( смааа n
ВВВ =+−=+= τ , 285,12/ −−== сАВаВААВ

τε ,       
2−−== аτ 7,15/ сСВВВС . 

        Знак  (–) в обоих случаях связан с полученными знаками для соответствую  
ε

щих
проекций векторов ττ

ВАВ аа ,  и указывает на то, что враще
ВС из рассматриваемого положения является замедленным. Другими словами, 

нные направления криволинейных стрело

ние шатуна АВ и коромысла 

ВСАВ εε ,  исти к противоположно тому, чт

показано на рис. 2 к задаче. Ответ: ,

о 

= 2/48,4 смаВ  174,1 −= cАВω , C
14 −= cBω , 

285,12 −−= сАВε ,  27,15 −−= сВСε . 

Задача 3.13. уз 3 движется согласно закону Определить
скорости и ускорения точек 

Гр .  2425 ttx ++=
A , B , C  подвижного блока в момент времени ct 25,0= , 

если  адиус подвижного мRр  блока .5,01 =  
Решение.  Груз 3 движется поступательно вниз. Его скорость 

. При ; ( )cмtxv /823 +== &  ct 25,0= cмv /43 = , ускорение Блок 1 дви-
жется плоскопараллельно. Так как левая часть нити  

 2
3 /8 cмxa == && . 

неподвижна, то точка A  имеет 
скорость 0=Av . Следовательно, точка A – мгновенный центр скоростей (МЦС) блока 
1. Так как проскальзывание нити по блок  1 отсутствует, значение скорости в точкеу  B  
равно значению скорости груза 3, то есть  3vvB = . Угловая скорость блока 1 при  

  равна ct 25,0= cpадRvB /42/ 11 ==ω . Найдем скорости точек и подвижного 
блока :   

 O  C  
cмRvO /211 =⋅= ω ;   cмRАСvC /82,22 111 =⋅=⋅= ωω . 

уры. Касательное ускорение точки
Определим 

ускорения точек А, В, С плоской фиг  B  равно 
ускорению груза 3: Так как  , то  

  и ; 

, так как точка О движется прямолинейно. 

2
3 /8 cмаaB ==τ . dtdva BB /=τ

( ) 111111 2/2/2 εωωτ RdtdRdtRdaB ===  2
11 /82/ cpадRaB == τε

 2
11 /4 cмRaa OО === ετ . 0=n

Oa
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Итак направление ия точки , поэтому  будем

считать данную точку полюсом. По (3.26) найдем вектор скорений точек
, модуль и ускорен O  известны  

ы у  A , B  и C : 
n
AOAOOA aaaa ++= τ ;     n

BOBOOB aaaa ++= τ   ;  n
COCOOC aaaa ++= τ . 

Спроецируем эти векторные равенства на оси  О x , О y :       n
AOAx aa = ;   

τ
AOOAy aaa −= ;  n

BOBx aa −= ; τ
BOOBy aaa += ; τ

COCx aa −= ; n
OOCx aaa −= ,  где  

22
11 /8 смRaaa n

CO
n
BO

n
AO ==== ω , / сCO

τ

C      

4мRaBOAO ==== εττ . Тогда    2
11aa

222 /8 cмaaa AyAxA =+= ; 222aBx /3,11 cмaa ByB =+=  ;  ./66,5 222 cмaaa CyCxC =+=                     

чины ускорений

е ел

Отметим,  что OBy aa ⋅= 2 . Это значит, что  вели  точек нити  

(или груза 3)  в два раза бо ьш  в ичины ускорения точки О.  Ответ:  л 0=Av ; 
cмvB /4= ; 

cм /82 2/8 cмvC ,2= , aA = ; 2/3,11 cмa = ; ./66,5 2cмaB C =

 

ω  
ε  

Рис. 1 к задаче 3.14 

Аτ
AOa  A  

О  

Оа  Ov  

Рис. 2 к задаче 3.14 

r  О  

Оа  Ov  

n
AOa  

р  

τ
ВОа  

τ
СОа  

В  

С  

τ
АОа  

А
1ω  

1ε  

Bv  

Cv  

С  

В  А  
О  

090  

Ov  

3v  

Рис.2 к зад е 3.13 ач

х  

О  

1 

2  

3  

1О  

1 

n
ВО  а

n
COa  

Оа  

τ
АОа  

τ
Ва  

Рис.1 к задаче 3.13 
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Задача 3.14.  Диск радиуса мr 4,0= , совершающий плоскопараллельное 
движение, катится без скольжения по  плоскости (рис. 1 к задаче 3.14). 
Центр диска движется равнозамедленно ускорением 

горизонтальной
 с Оа , модуль которого  

.  Определить вектор полного ускорения2/1 смаО =  Аа  точки А  диска в тот момент 
времени , когда  скорость центра 2 1tt =  смvO /= . 

Решение. Для определения вектора ускорения ААа  точки  воспользуемся 
формулой (3.25), приняв за полюс ентр диска точку , скорость и ускорение которой 
известны.  

 Оц

ОА аа = + n
АОАО аа +τ .                                      (*) 

Здесь  аАО ⋅=⋅= )(( εετ ,  . Найдем угловую 
скорость и угловое ускорение , учи ывая, что точка 

rtOАtаn
АО ⋅=⋅= 22 )()( ωωt) rtОА

р  диска т является 
мгновенным центром скоростей. )()( rtvt O /=ω , и  для момента времени ,  когда 

 угловой скор

   

 1tt =
O ,  имеем следующее значениеO vtv =)( 1 ости:  

.54,0/2/)( 1
1

−==== crvt Oωω                                     (**) 
Направление 

 
ω  соответствует направлению вектора скорости Ov   п каз о и о ан

дуговой стрелкой на ри  задаче 3.14. 
Замечание: по условию задачи центр диска движется замедленно. Другими 

слова о  надо считать, что 
величина , и угловая  
диска vt O /)( =

с.2 к

ми его скорость меняется с течением времени. Т  есть
 скорости есть функция времени )(tv . Следовательно  скоростьO

 rt)(ω  есть функция времени.  Н в момент времени по у

задачи и   
Угловое ускорение диска в  момент времени вычисля  

о словию 

 любой ется по формуле

 1tt =  

 OO vtv =)( 1   .5)( 1
1

−== ctωω

dttdt /)()( ωε = . Продифференцируем по времени O /)(( rtvt) =ω  с учетом того, что
расстояние от точки О до  в любой момент времени равно  

 
МЦС  constмr == 4,0 . Тогда

t /)/)()( ==
 

rtdvdttd OO /)((/)( = ardttωε . По условию задачи центр диска движется 
равнозамедленно, то есть с постоянным ускорением (замедлением) atа OО =)( . const=

Тогда в любой момент времени, в том числе и при 1tt = , для модуля углового 

ускорения имеем: === саОε . Следовательно, и 25,24,0/1/ −r const=ε .  Оно имеет 
одно и то же значение для любого момента времени. Направление ε  соответствует 
направлению вектора ускорения Oа  и показано дуговой стрелкой рис.2 к задаче 
3.14. Направления

на 
 ω  и ε  не совпадают, поэтому движение диска замедленное. 

Теперь ля мента времени д мо 1tt =   можно вычислить 

, мrаn
АО =⋅=⋅=ω . Вектор  касательного 

ускорения

2/14,05,2 смrаАО =⋅=⋅= ετ 22 /104,025 с

 τ
АОа  приложен к точке А  и направлен по направлению дуговой стрелки ε  

(Рис.2,3 к примеру). Вектор    нормального  ускорения n
АОа  приложен к точке А  и 

направлен к полюсу . Геометрическая интерпретация векторного равенства (*) 
показан ектор ускорения 

О
    а на рис.3 к примеру.  В Аа  точки А   получается  сложение 

по правилу параллелограмма двух взаимно перпендикулярных
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τ
АОхаАС =  у  

С  

АхаАВ =  

В А  

у  

х  

Аа  

О  а τ
АО  а А  

Рис. 3 к задаче 3.14 

О Оа  

n
AOa  

ϕ  

О Оа  
Аа  

Рис. 4 к задаче 3.14 

х  

n
АОуАу аа =  

векто nров Оа + τ
АОа  и  АОа  (рис.3 векторы взаимно перпендикулярны, 

параллелограмм превращается в прямоугольник. По теореме Пифагора: 
). Эти 

 
2 = 222 /2,10104)10()11( см==++2 ()( n

АОАООА аааа ++= τ ) . 

Угол наклона вектора Аа , как видно по рисунку, определится из уравнения 

52/10)/( ==+= τϕ АОО
n
AO ааatg . Отсюда 069, .   2. Для определения вектора  78=ϕ

Аа  можно  методом проекций. Спроецируем уравнение на оси 

коорд

 воспользоваться  (*) 

инат Аху  (см. рис. 3 и 4). Получим: ОхАх аа = + АОхАОх аа + , 
n
АОуа+ .  Здесь 1

nτ

+ τ
ОуАу аа = АОуа −=Оха , 0=Оуа , 1−=Ох , 0=τ

АОуа , 

0=n
АОха , 10−=n

АОуа . Тогда 

τ
Аа

=Аха 211 −=−− , 10−=Ауа . ектора: Модуль в

222 /2,10104 смаааа АуАхАА ==+== . Направление вектора  п я олного ускорени

Аа  определяется в данном случае по знакам его проекций а оси координат, а для 

модуля угла 

 н

ϕ  име  ем уравнение 5/ =xa . Отсюда =ϕ то полностью 

совпадает с полученным ранее значением. Ответ: 2/2,10 сма

= yatgϕ , ч069,78

А = , 069,78=ϕ . 
 

§ 3.7.  Зада и ля самостоятельного решения на ч
еление ускорений   тела  

 
Задача 3.15. Концы бруса 

д
опред точек  при плоскопараллельном
движении  

АВ , движущегося ертикальной плоскости, 
скользят по горизонтальной и наклонной плоскостям (рис. к задаче 3.15). В момент 
времени, когда 030=ϕ , величина скорости смvB /5,0

в в

  величина ускорения и=
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2/2,0 смаВ = . Определить в данный момент времени величины скорости Av  и 
ускорения Aa  конца А  бру овую скорость бруса са, угл АВω   и угловое ускорение АВε , 

=если мАВ 1 . Ответ: смvA /5,0= , 2/49,0 смaA = 1−=, 5с,0АВ , с 2345,0 −ω =АВ .  
Задача 3.16. По неподвижной шестерне 1 радиуса 

ε
мR 2,0=  обкатывается 

шестерня 2 радиуса r м2,0= , насаженная на кривошип .  Кривошип 
вращается тноси ельно неподвижной оси, проходящей перпендикулярно 

плоскости рисунка через точку и имеет в данный момент времени угловую 
скорость сω и угловое ускорение .  Определить в данный момент 
времени угловую скорость

ОА
ОА  о т

О ,  
12 − 21 −= сε  =

  2ω ,  угловое ускорение 2ε  второй шестерни и величину 
ускорения Ва  точки В , если радиус АВ  перпенди лярен оси кривошипа .  

Ответ: . 

 
Задача 3.17.  Сте

 ОАку
1

2 6 −= сω 2
2 3 −= сε , 2/6,3 смаВ =, 

Ва  Bv  

ржень АВ  дл 4,иной 0 мL =  движется в плоскости чертежа. В
некоторый момент времени

 
  точки А  и В  имели ускорения, мод ли которых

ма
у  

с2/2А = , 6маВ = ть угловое ускорение стержн2/ с . Опред я ели АВε , если   данный 
210 −= с

в

момент времени угол  Ответ:  030=α . АВ . ε

 
Задача 3.18.  Тело в форме прямоугольника находится в плоскопараллельном 

движении. Найти в показанный на рисунке момент времени его угловую скоростьω , 
если модули уско 2/1 смарений  А = , /6 смаВ = е мАВ 12 . Расстояни = ,  угол 060=β . 

Ответ: 12 −== сАВωω .

В  ВА

060=β  

030=α  

Ва  

Аа  α  
α  

А

Рис. к задаче 3.17 

Аа  

Ва  

β  

Рис. к задаче 3.18 

Рис. к задаче 3.16 

ВВ  

А  120  ϕ  

Рис. к задаче 3.15 

ε  

О ω   А  

1

2  
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Задача 3.19. Определить величину ускорения Ва  ползуна В  и угловое 
ускорение АВε  шату а н АВ  кривошипно-шатунного ханизма в показанном а 

1=

ме  н
рисунке положении, если угловое ускорение кривошипа в данный момент времени 

−с 1ω . Дл ОА 3,0= , мАВ 5,0ины звеньев м = .  

Ответ: 2225,0аВ = 275, −= с

 

/ см , 0АВε

 
углово к 
плоскости Определить модуль 
ускорения точк , мгновенным центром скоростей подвижного колеса 

, если радиусы колес   
Задача кривошипно-ша  с 

постоянной  −=ω В показанном
механи  ск

. 
 

 
Задача 3.20.  Кривошип ОА  планетарного механизма вращается с постоянной
й скоростью 11 −= сω  относительно оси, проходящей перпендикулярно 

 рисунка через центр О неподвижного колеса 1. 
и р являющейся 

2  мr 1,0= . Ответ: 2/2,0 смар = .
3.21. Кривошип ОА  тунного механизма вращается

 угловой скоростью 2с .   на рисунке положении 
зма определить угловую орость 

1

АВω   и угловое ускорение АВε  шатуна АВ , 
модули скоростей и ускорений точек СВ, , ли А, ес мОА 2,0= , мАВ 6,1= , мВС 8,0= , 

129,0 −= смh 8,0= . Ответ: АВω , 205,0 −= сАВε , смvA /4,0= , смvC /23,0== , 
2/8,0 смаа n

vB

АА == , 2/сма , а . 96,0В =
 

2/88,0 смС =

030  

АВω  

n
САа  

τ
САа  

n
ВАа  

τ
ВАа  

Ва  Вv  

Сv  Av  

у  

х  

р  

АВε  

О  

ω  

О  

ω  

А  Вh  
А В  

С  

Рис.1 к задаче 3.21 Рис.2 к задаче 3.21 

ω  090  В

Рис. к задаче 3.20 

А  

Рис. к задаче 3.19 

ω  

 О
r r  

А  
А  

1

2
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 3.21.  рис.1 к едена исходная схема

ма. На рис. 2 к задаче приведена расчетная схема, которая сопровождает 
вычисл Реко  п и

ерв азо

н
 

Вопросы для самоконтроля к главе 3 
 

? 

» 
плоскопараллельное движение? 

4. Сформулируйте и поясните теорему о геометрическом сложении скоростей 
точек плоской фигуры. 

5. Запишите уравнения метода проекций для определения орости  произвольной 
точки плоской фигуры.  

6. Какая точка плоской фигуры называется полюсом? 
7. Зависят ли угловая скорость и угловое ускорение плоской фигуры от выбора 

полюса? 
8. Как в произвольной точк и вращении 

фигуры относительно полюса в плоскопараллельном  движении? 
у о 

ую чер
т

ного центра скоростей для известных Вам 
частных

кор
 при и

ометри  сложении кторов ускорений пр
 фиг  каких векторов состоит в общем

случае в т ения произвольной точки плоской фигуры? 
15. Как направлены и как вычисляются  величины касательной и нормальной 

 вектора ускорения  чки, возникающего  от вращения 
лоской фигуры относительно полюса? 

16. Запишите уравнения метода проекций для определения ускорения 
произвольной точки плоской фигуры.  

17. Какая точка называется мгновенным центром ускорений плоской фигуры? 
18. Как вычисляется ускорение произвольной точки плоской фигуры при 

известном мгновенном центре ускорений? 

Замечание к задаче На задаче прив  
механиз

ения. Это некоторая «подсказка» к решению. мендуется р  решении 
задачи на п ом этапе р браться со скоростями, а векторы ускорений с рисунка 
убрать. На втором этапе определяются ускорения. При этом векторы скоростей с 
рисунка адо убрать, чтобы не загромождать рисунок. 

1.Какое движение твердого тела называется плоскопараллельным  или плоским
2. Запишите уравнения плоскопараллельного движения твердого тела. 
3. Из каких простейших движений твердого тела математически «складывается

ск

ычисляется скорость и плоской фигуры пр

9. Сформулируйте теорем проекциях векторов скоростей двух точек плоской 
фигуры на ось, проходящ ез эти точки.  

10. Что называе ся мгновенным центром скоростей плоской фигуры 
11. Как определяется мгновенный центр скоростей плоской фигуры при 

известных направлениях векторов скоростей двух точек плоской фигуры? 
12. Покажите положение мгновен  

  случаев движения плоской фигуры. 
13. Как вычисляется с ость произвольной точки плоской фигуры в 

плоскопараллельном  движении звестном положении мгновенного центра 
скоростей? 

14. Сформулируйте теорему о ге ческом ве и 
плоскопараллельном  движении плоской уры. Из  

ек ор ускор

 произвольной тосоставляющих
п
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ГЛАВА 4.  ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ДВИЖЕНИЯ 
ТВЕРДОГО ТЕЛА С ОДНОЙ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКОЙ И 
СВОБОДНОГО ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА  
 

При изучении данной главы настоятельно рекомендуется периодически 
возвращаться к материалу главы 2, где рассматривалось вращение твердого тела 
относительно неподвижной оси. Внимательный читатель найдет много аналогий не 
только в терминологии, но в самих рабочих формулах, описывающих оба вида 
движения. Тем самым облегчится процесс не только понимания нового материала, но и 
его запоминания.  
 

§ 4.1. Уравнения движения тела с одной неподвижной 
точкой 

 
4.1. Если в процессе движения твердого тела только одна из его 

точек  остается неподвижной, то движение тела называется  
движением тела с одной неподвижной точкой или сферическим 
движением. 

О

При сферическом движении точки твердого тела движутся по 
траекториям,  лежащим на сферических поверхностях разного радиуса, но 
с центрами в неподвижной точке тела . Радиус сферы, по которой 
движется произвольная точка  

О
М , равен расстоянию  от точки ОМ М до 

неподвижной точки телаО  (рис.4.2).  
 
Сферическое движение в чистом виде 

(например, детская юла, когда она еще не 
сошла с точки вращения, гироскоп в 
кардановом подвесе) или в комбинации с 
другими движениями (вращение   шаровых 
опор в автомобилях, вращение тел, 
брошенных под углом к горизонту) 
достаточно часто встречается на практике.  В 
то же время вращение твердого тела 
относительно неподвижной оси является 

частным случаем сферического движения. Та же юла до момента времени, 
пока ее ось остается вертикальной, вращается относительно неподвижной 
оси. 

Фото 4.1 

Чтобы определить сферическое движение тела, введем две системы 
отсчета. Систему координат Oxyz  жестко свяжем с неподвижным телом 
отсчета, которое на рисунках не показано. С движущимся телом жестко 
свяжем подвижную систему координат . Начала обеих систем111 zуОх
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 координат находятся в неподвижной точке . В подвижной системе 
координат  произвольная точка  

О
111 zуОх М  тела имеет   координаты

 MММ zух 111 ,, ,  не  зависящие от времени.  Кроме того, предполагается, 
что форма и размеры движущегося тела известны. Пусть   в начальный 
момент времени подвижная система координат совпадает с неподвижной. 
Если тело вращается  так, что оси  совпадают, то приходим к 
изученному ранее вращению тела относительно неподвижной оси. 
Положение тела в любой момент времени определяется одним 
единственным углом 

1OzиOz

)(tϕ , который показан на рис.4.1.  
 

  
Тело с одной неподвижной точкой  в произвольный момент времени 

показано на рис. 4.2. Для того чтобы однозначно определить положение  
тела и его произвольной точки М  в неподвижной системе координат 
Oxyz , необходимо определить  положение подвижной системы координат 

 по отношению к неподвижной системе координат 111 zуОх Oxyz  в любой 
момент времени. Это можно сделать задав три угла  Л. Эйлера (рис.4.2). 

 
 )(tϕϕ = ,          )(tψψ = ,            )(tθθ = .                                     (4.1) 

4.2. Уравнения (4.1) называются уравнениями сферического 
движения твердого тела. (Углы θψϕ ,,  измеряются в рад). 

Действительно,  пусть в течении некоторого промежутка времени 
тело движется так, что const=θ , const=ψ ,  )(tϕϕ = . Это означает, что 
подвижная координатная плоскость  наклонилась по отношению к 
неподвижной плоскости   на угол 

11уОх
Оху const=θ  и  пересеклась с ней по 

прямой Ок , которая называется линией узлов. Положение линии Ок  на 
плоскости  задано углом Оху const=ψ и в рассматриваемый промежуток

z  1z  

х  

)(tϕ  

θ  

ψ  

Рис.4.2 

)(tϕ  

А  

П  

к

1z  
z

1х  

1у  

у  

М

О  

М  

1у  

у  

Рис.4.1 
1х  

)(tω  

)(tϕ  

)(tϕ  

О  

1О  

ω  
ε  

)(tθ  

)(tψ  

ϕ

х  
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времени не меняется.  Так как меняется угол )(tϕ , то тело вращается 
относительно наклонной оси .  1Oz )(tϕϕ =  – это закон вращения тела 
относительно  наклонной оси . Такое движение может быть 
исследовано по теории вращения твердого тела относительно 
неподвижной оси (рис.4.1), а угол 

1Oz

)(tϕϕ =  между линией узлов Ок   и 
подвижной осью   называется углом собственного вращения. 
Положение самой прямой 

1Ох
Ок  на плоскости  определяется углом Оху )(tψ , 

который называется углом  прецессии. Если функции constt ≠)(ϕ , 

constt ≠)(ψ , а const=θ , то тело совершает собственное вращение вокруг  
оси .  Одновременно ось   описывает коническую поверхность с 
углом 

1Oz 1Oz
const=θ2  при вершине .  Таким  образом,  две функции О

)(tϕ , )(tψ  определяют положение подвижной оси  относительно 
неподвижной оси . Прибавляя к  углу 

1Ох
Ох )(tϕ   угол  2/π , находят  

положение оси  на наклонной плоскости .  Наконец, угол между 
осями  (читай между плоскостями  и ) определяют 

углом  

1Оу 11уОх

1OzиOz Оху 11уОх

)(tθ , который называется углом нутации.   
4.3. За положительные направления отсчета углов )(tϕ , )(tψ , )(tθ  

принимаются направления, соответствующие поворотам тела 
против часовой стрелки, если наблюдать вращение  с положительных 
концов  осей ,O1Oz z , Ок  соответственно (рис.4.2). (Такое же правило 
было принято для закона вращения )(tϕϕ =  в теории вращения твердого 
тела относительно неподвижной оси).  

Из (4.1) следует, что сферическое движение твердого тела    как бы  
состоит из трех одновременных вращений тела  относительно трех разных 
мгновенных осей вращения (то есть осей, меняющих при движении свое 
положение в пространстве). Алгебраические угловые скорости этих 
вращений обозначим )(1 tϕω &= , )(2 tψω &= , )(3 tθω = . Соответствующие 
векторы угловых скоростей  обозначаются  1ω , 2ω , 3ω  и направляются по 
осям  соответственно, так чтобы с конца любого вектора 
соответствующий поворот тела наблюдался происходящим против часовой 
стрелки (рис.4.3). (Такое же правило было принято для  вектора угловой 
скорости 

ОкОzОz ,,1

ω   в теории вращения твердого тела относительно неподвижной 
оси).  

Суммируя векторы угловых скоростей 1ω , 2ω , 3ω , находим 
мгновенную угловую скорость тела ω  и его мгновенную ось вращения. 

 
ω = 1ω + 2ω + 3ω .                                             (4.2)
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4.4. Мгновенной осью вращения тела при сферическом движении 
называется прямая, по которой направлен вектор мгновенной угловой 
скорости ω  и точки которой  имеют в данный момент времени 
линейные скорости равные нулю.  

Формула (4.2) проясняет механизм сферического движения, что 
отражено в следующей теореме.  

4.5. Теорема Эйлера. Всякое движение твердого тела с одной 
неподвижной точкой – это последовательность элементарных 
поворотов тела относительно мгновенных осей вращения. 

Понятие о мгновенной оси вращения введено Д’ Аламбером в 1749 г. 
и Л. Эйлером в 1750 г. 

ω  

ς

О  
ω  

Рис.  к примеру 4.1 

Мгновенная 
ось 
вращения 

 
Пример 4.1. В качестве примера существования мгновенной оси вращения 

можно привести случай качения без скольжения кругового конуса с неподвижной 
вершиной по горизонтальной неподвижной плоскости (см. рис. к примеру).  Очевидно, 
что точки  конуса, касающиеся по прямой плоскости, имеют линейные скорости равные 
нулю. Следовательно, эта образующая конуса в этот  момент времени является 
мгновенной осью вращения ςО .  

 
Скорость изменения вектора 

угловой скорости ω  характеризуется 
вектором углового  ускорения ε . 

 
dtd /ωε = .                 (4.3)                     

 
Чтобы определить направление 

вектора ε , вспомним формулу (1.13) 
для вектора линейной скорости v  
точки            dtrdv /= .              (1.13)

1z  

Рис.4.3 
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О  врh  
вра  
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М  
ε  

ω  

ω  
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ξ  

ω  ε  

ω  2ω  
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1х  х  

1у  
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О  
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Рис.4.4 
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неподвижной точкой 
 

 Было установлено, что вектор скорости точки v  направлен по 
касательной к годографу радиус-вектора r  точки. Поскольку между 
формулами (4.3) и (1.13) существует полная математическая аналогия, 
можно утверждать следующее. 

4.6. Вектор углового ускорения ε  направлен по касательной к 
годографу вектора угловой скорости ω , как показано на рис.4.3.  

На практике вектор углового ускорения принято параллельно самому 
себе  переносить и прикладывать  в неподвижной точке , как показано на 
рис. 4.4. Итак, кинематические характеристики сферического движения 
твердого тела – закон движения (4.1), вектор мгновенной угловой скорости 

О

ω  (4.2) и вектор мгновенного углового ускорения ε  (4.3) определены. 
Переходим к определению движения отдельных точек тела. 

Замечание. Годограф радиус-вектора r  точки имеет механический смысл – это 
траектория точки, годограф вектора ω  механического смысла не имеет, это просто 
пространственная кривая, которую описывает конец вектора ω . 

 
§ 4.2.  Векторы скорости и ускорения точек тела при 

сферическом движении 
 
1. Вектор скорости. Зная вектор  мгновенной угловой скорости ω ,   

можно определить вектор линейной скорости любой точки тела. По 
теореме Эйлера и формуле (2.21) для вектора скорости точки М  можно 
записать (см. рис. 4.4): 

MM rv ×=ω  ,                                             (4.4) 
где Mr  – радиус – вектор точки. Эта формула носит название формулы 
Эйлера. Вектор Mr  имеет постоянную длину (так как тела абсолютно 
твердые), но переменное направление. Вектор ω  может менять с течением 
времени и длину, и направление. Вектор  скорости точки Mv  направлен по 
касательной к траектории точки перпендикулярно к плоскости , 
проходящей через радиус-вектор точки 

1ОМm
Mr  и вектор мгновенной угловой 

скорости ω  в ту сторону, куда в данный момент поворачивается тело, то 
есть по направлению дуговой стрелки ω . При этом αω sin⋅⋅= MM rv  
(рис.4.4).  Или  

              =⋅= 1MmvM ω осh⋅ω  .                             (4.5) 
 

Пример 4.2. Коническое зубчатое колесо 1, насаженное с помощью шарикового 
подшипника на кривошип , катится по неподвижному коническому зубчатому 
колесу 2 (рис. а) к примеру  4.2). Угловая скорость кривошипа , вращающегося 
относительно неподвижной оси ,  известна и равна  

ОВ
ОВ

ОА 2ω . Определить скорости точек 
, лежащих на диаметральном сечении колеса 1, проходящем через осьЕСВ ,,
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 кривошипа ОВ  перпендикулярно к неподвижной плоскости. Геометрические размеры 
механизма считать известными.  

Решение. Колесо 1 совершает сферическое движение относительно точки  с 
некоторой угловой скоростью 

О
ω . В начальный момент времени в точке  введем  

неподвижную систему координат и подвижную систему координат .  Как 
и прежде, подвижную ось  направим по оси вращения тела, совершающего 

О
Oxyz 111 zyOx

1Oz
 

z  

 
сферическое движение, то есть по оси собственного вращения зубчатого колеса 2 (рис. 
а) к примеру  4.2). Линия узлов Ok  в начальный момент времени совпадает
с осями  и , а в процессе движения она будет над или под подвижной осью 

. На рис. в) к  примеру  4.2 для произвольного момента времени показано 
положение осей при наблюдении с положительного конца оси . На рис. г)  к 
примеру 4.2 показано для произвольного момента времени положение осей координат 
при наблюдении с положительного конца оси . Видим, что углы 

Ox 1Ox
1Ox

Oz

1Oz ϕ  и ψ  меняются. 
Угол 2/πθ = . Модули соответствующих угловых скоростей ϕω &=1 , ψω &=2 , 

03 =ω .  По (4.2) имеем  21 ωωω += . В этом равенстве полностью известен вектор 

2ω  и известно направление векторов 1,ωω . При этом ω  направлен по мгновенной 
оси вращения ОС  ( , так как это точка касания подвижного колеса с 
неподвижным – рис б). Тогда из прямоугольника векторов угловых скоростей находим 

0=Cv

αωω sin/2= . По теореме Эйлера имеем OBvB ⋅= 2ω  или =⋅= BDvB ω  
OBOB ⋅=⋅⋅ 2/2 sin)sin( ωααω , что совпадает с предыдущим результатом. Точка Е  

находится от мгновенной оси на расстоянии BDh ⋅= 2 . Следовательно, 
OBvv BE ⋅⋅== 222 ω . Ответ: =Bv OB⋅2ω , 0=Cv , OBvE ⋅⋅= 22 ω . 

 
2. Векторы ускорения точек тела при сферическом движении. 

Зная  вектор мгновенного  углового  ускорения  ε , можно  определить  
линейные  ускорения  любой  точки тела.
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при сферическом движении 
 

4.7. Теорема Ривальса: вектор полного ускорения Ма  любой точки 
твердого тела, совершающего сферическое движение, равен  сумме 
векторов вращательного вра  и  осестремительного  оса   ускорений.  

 
)()( MMМ vrа ×+×= ωε        или       осврМ ааа += ,                          (4.6) 

 
где                           )( Mвр rа ×= ε ,        )( Мос va ×= ω  .                        (4.7) 

 
Действительно, дифференцируя по времени (4.4) по аналогии с  формулой 
(2.22), получим формулу (4.6).  Здесь dtvdа MМ /= –вектор полного 
ускорения точки М . )( Mвр rа ×= ε  – вектор вращательного ускорения 

точки. Он перпендикулярен плоскости, проходящей через векторы Mrиε , 
и направлен по дуговой стрелке ε  (направление определяется по правилу 
векторного произведения). В общем случае он не направлен по 
касательной к траектории, как вектор скорости точки Mv , так как векторы 
ω  и ε  не лежат на одной прямой  (рис.4.4). )( Мос va ×= ω  – вектор 
осестремительного ускорения точки тела.  Этот   вектор перпендикулярен 
плоскости, в которой лежат векторы  Мv,ω  и направлен  к мгновенной оси 
вращения ςО  по перпендикуляру  (рис.4.4).  1Мm
 
        § 4.3. Определение кинематических характеристик 
сферического движения твердого тела аналитически  
 

Пусть заданы уравнения сферического движения твердого тела (4.1). Векторы 
мгновенной угловой скорости ω  и мгновенного углового ускорения  ε  представим 
через их проекции zух ωωω ,,  и zyx εεε ,,  на оси неподвижной системы координат 

. Oxyz
kji zyx ⋅+⋅+⋅= ωωωω ,         kji zyx ⋅+⋅+⋅= εεεε .                (4.8) 

Здесь kji ,,  – единичные векторы неподвижных осей ,Oy ,OOx z , 
соответственно. 

Проекции вектора угловой скорости ω . Используя (4.2),  можно получить  
формулы: 

,cossinsin ψθψθϕω ⋅+⋅⋅= &&х           ,sincossin ψθψθϕω ⋅+⋅⋅−= &&y
θϕψω cos⋅+= &&z  .                                                 (4.9)

 
Проекции вектора углового ускорения. Так как мгновенный вектор углового 

ускорения ε  связан с вектором угловой скорости ω  по формуле (4.3), то в    
неподвижной системе координат Oxyz  имеем: 
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хх ωε &= ,     уу ωε &= ,     zz ωε &= .                             (4.10) 
 

Зная проекции векторов, можно определить и сами векторы  ω  ,ε  по формулам 
типа (1.24), (1.25). 

Проекции вектора ω  на подвижные оси системы координат  даются 
формулами (вывод тоже не приводится): 

111 zуОх

 
,cossinsin1 ϕθϕθψω ⋅+⋅⋅= &&х             ,sincossin1 ϕθϕθψω ⋅−⋅⋅= &&y

 
θψϕω cos1 ⋅+= &&z .                                         (4.11) 

 
Уравнения (4.9), (4.11) называются кинематическими уравнениями Эйлера.  
Пусть вектор линейной скорости точки М  тела, совершающего сферическое 

движение, и радиус вектор точки в неподвижной системе координат  
представлены в виде: 

Oxyz

kvjvivv zyxМ ⋅+⋅+⋅= ,       kzjyixr MMMM ⋅+⋅+⋅= .            (4.12) 

Проекции вектора скорости  точки  в неподвижной системе 

координат 
zyx vvv ,,

Oxyz  можно получить из формулы Эйлера (4.4), используя представление 
векторного произведения через определитель: 

MM rv ×=ω =

MMM

zyx

zyx

kji

ωωω .                                   (4.13) 

Разлагая определитель по элементам первой строки и приравнивая коэффициенты, 
стоящие перед одноименными единичными векторами, с учетом  (4.12) будем иметь:  

 
),( MzMyx yzv ωω −=   ),( MxMzy zxv ωω −=    ).( MyMxz xyv ωω −=   (4.14) 

 
Все величины, входящие в правую часть формул (4.14), являются функциями 

времени. Проекции zyx ωωω ,,  определяются по формулам (4.9). Координаты точки 

),(txМ ),(tyМ )(tzМ  могут быть определены по координатам точки ,1Мx ,1Мy  

Мz1  в подвижной системе координат  и уравнениям движения тела (4.1).  Если 
проекции вычислены, то по формулам вида (1.24) определяется и модуль 

вектора скорости:         
zyx vvv ,,

                   222
zyxМ vvvvv ++==  .                                        (4.15) 

Заменив  в (4.13) zyx ωωω ,,  на 
111

,, zyx ωωω , а  на 

,  для проекций вектора скорости  в подвижной системе

),(txМ ),(tyМ )(tzМ
,1Мx ,1Мy Мz1 111

,, zyx vvv
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координат  с учетом (4.9) получим: 111 zуОх
 

),( 11 111 MzMyx yzv ωω −=            ),( 11 111 MxMzy zxv ωω −=  

 

   ),( 11 111 MyMxz xyv ωω −=       222
111 zyx vvvvv ++==                  (4.16) 

  
§ 4.4. Свободное движение тела  

 
4.8.Тело, которому можно придать любое перемещение в 

пространстве из занимаемого им положения, называется свободным 
телом.  

4.9. Свободным движением тела называется движение свободного 
тела. 

1. Уравнения движения свободного тела 
 
Движение свободного тела рассматривается в неподвижной системе 

отсчета с системой координат . Форма и размеры тела  
предполагаются известными. Выберем в теле произвольную точку 

Охуz
А , 

называемую полюсом, и свяжем с этой точкой две системы координат.  
 

 
Система координат  движется вместе с телом поступательно, а ее *** zyАx
оси  параллельны соответствующим осям системы координат . Это 
вспомогательная система координат вводится для отсчета углов.   Вторая 
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система координат  жестко связана с телом и повторяет все его 
движения. Положение свободного тела в пространстве будет известно, 
если задать или знать в каждый момент времени координаты 

111 zyAx

Ах , Аy ,  Аz  
полюса А  и три угла Эйлера  )(tϕϕ = ,  )(tψψ = ,  )(tθθ =  (см. рис. 4.5): 

 
)(tхх АА = ,  )(tyy АА = ,  )(tzz АА = ,  )(tϕϕ = , )(tψψ = ,  )(tθθ = .       (4.17)                             

 
4.10.Уравнения (4.17) называются уравнениями свободного 

движения тела. 
Как же движется свободное тело? Если, например, три последние 

функции углов постоянны, то тело движется поступательно – оси системы 
координат , связанные с телом, остаются параллельными самим 
себе. Другими словами, первые три функции описывают поступательную 
составляющую свободного движения. Пусть теперь первые три функции – 
постоянны. Тело как бы зависло полюсом 

111 zyAx

А  в некоторой точке 
пространства.  Если три угловые функции при этом меняются, то тело 
совершает сферическое движение с неподвижной точкой А . Вывод: 
движение свободного тела «складывается» из поступательного 
движения,  при котором все точки тела движутся так же, как и 
произвольно выбранный полюс А , и сферического движения относительно 
полюса А . 

2. Скорости и ускорения точек тела при свободном движении 
 

4.11. Теорема. Вектор скорости  произвольной точки  тела равен 
геометрической сумме вектора скорости  полюса  и вектора скорости    
точки в  сферическом движении тела вокруг полюса. 

В

 
BAAB vvv +=         или       )( АВvv AB ×+= ω  .                    (4.18)                     

 
  Доказательство. Движение произвольной точки  зададим 

векторным способом через движение полюса 
В

А  (рис.4.6). Тогда 
АВrr AB += . Продифференцируем последнее равенство по времени.  

dtАВddtrddtrd AB /)(// +=  или BAAB vvv += , где =Bv dtrd B / – вектор 
скорости точки  в неподвижной системе координат  , В Охуz Av  dtrd A /= – 
вектор скорости полюса А  в неподвижной системе координат . Охуz

=BAv dtАВd /)(  – вектор скорости точки  в системе координат В
*** zуАх , то есть вектор скорости точки в ее сферическом движении 

относительно полюса А . Действительно, соnstАВ = , так как тело 
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абсолютно твердое. Но АВ– радиус-вектор с началом в полюсе А . 
Следовательно, вектор АВ   изменяет  лишь свое направления в
 пространстве.   В системе координат *** zуАх  он лишь вращается 
вокруг полюса А . Если положение мгновенной оси вращения тела в 
сферическом движении и вектор мгновенной угловой скорости тела ω  
известны, то c учетом формулы Эйлера (4.4) имеем: 

 =BAv )( АВ×ω .                                                 (4.19) 
Окончательно: 

)( АВvv AB ×+= ω .                                         (4.20) 
Что и требовалось доказать. 

4.12. Теорема Ривальса для свободного движения тела. Вектор 
полного ускорения любой точки твердого тела при его свободном 
движении равен геометрической сумме вектора ускорения полюса, 
вектора  осестремительного  и  вектора вращательного ускорений. 

 
))(()( АВАВаа АВ ××+×+= ωωε     или     =Ва осврА ааа ++ ,   (4.21) 

 
где            )( АВавр ×= ε  ,         ))(( АВаос ××= ωω  .               (4.22) 

Доказательство. Продифференцируем (4.20) по времени. С учетом 
формулы (4.3)  получим: 

)()()()( ВАА
AВ

В vАВа
dt
АВdАВ

dt
d

dt
vd

dt
vdа ×+×+=×+×+== ωεωω  

Или  с учетом (4.19)  ))(()( АВАВаа АВ ××+×+= ωωε .   Что и 
требовалось доказать. 

 
Вопросы для самоконтроля к главе 4 

 
1. Запишите уравнения сферического движения тела. 
2. Что называется мгновенной осью вращения и мгновенной угловой скоростью 
вращения тела при сферическом движении? 
3. Запишите формулы для векторов  линейной скорости и ускорения точки тела, 
совершающего сферическое движение. 
4. Как направлен вектор линейной скорости точки при сферическом движении тела? 
5.  Как направлены векторы вращательного и осестремительного ускорений точки при 
сферическом движении? 
6. Какое движение твердого тела называется свободным? 
7. Запишите уравнения свободного движения тела. 
8. Что называется вектором мгновенной угловой скорости и мгновенного углового 
ускорения тела при его свободном движении? 
9. Запишите формулу для вектора скорости произвольной точки тела, совершающего 
свободное движение.  
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ГЛАВА 5.  СЛОЖНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ  
 

С точки зрения обсуждаемых ниже вопросов сейчас важно подчеркнуть, что 
движение  исследовалось в одной  неподвижной системе отсчета. Напомним, что под 
системой отсчета мы договорились понимать тело отсчета и жестко с ним связанную 
систему координат. При этом в качестве тел отсчета принимались или сама Земля, или 
любое другое тело, жестко с ней связанное (следовательно, тоже неподвижное тело).  
На практике часто встречаются задачи, когда движение точки приходится 
рассматривать в нескольких системах отсчета. Такое движение точки приходится 
изучать отдельно. Мы остановимся на задачах, для исследования которых достаточно 
ввести две системы координат, одна из которых связана с неподвижным телом 
(неподвижная система координат), а вторая – с подвижным (подвижная система 
координат). Не уменьшая общности последующих рассуждений, а, следовательно, не 
сужая область применимости выводов, которые будут сделаны, предположим, что 
точка движется по некоторому телу, а само это тело совершает одно из изученных 
ранее движений в неподвижной системе координат.  Например, движение точки по 
палубе речного теплохода в системе координат, связанной с берегом, можно  
рассматривать как два «простых» движения. Первое движение – это движение 
относительно самой палубы. Если мы находимся на палубе (связаны с подвижной 
системой координат), то все перемещения,  скорости, траектории, ускорения точки  мы 
оцениваем по отношению к  самой палубе. Другими словами, в этом случае движение 
точки рассматривается в некоторой подвижной системе координат , жестко 
связанной с подвижным телом (палубой).   Второе движение – это движение, которое 
совершает точка вместе с палубой относительно неподвижной системы координат 

, связанной, например, с берегом.  Проблема кинематики сложного движения 
точки – научиться объединять, «складывать» эти движения и получить кинематические 
характеристики движения точки относительно неподвижной системы координат.  

1111 zyxO

Oxyz

 
§ 5.1. Общие понятия и определения в теории сложного 

движения точки 
 
5.1. Если при исследовании движения точки приходится вводить 

две и более систем отсчета, то движение точки будем называть 
«сложным движением точки». 

5.2.Систему координат , жестко связанную с 
движущимся  телом, называют подвижной системой координат. 
Координаты всех точек тела в этой системе координат – постоянны 
и остаются таковыми в процессе движения.  

1111 zyxO

5.3.Систему координат , связанную с Землей или любым 
другим телом, жестко с Землей связанным, называют неподвижной 
системой координат. В этой системе координат исследуется 
движение тела и всех его точек. Поэтому координаты точек тела по 
отношению к неподвижной системе координат будут меняться с  

Oxyz

течением  времени.
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5.4.Движение точки относительно подвижной системы 
координат  называется относительным движением.  1111 zyxO

Кинематические характеристики относительного движения будут в 
дальнейшем иметь индекс «отн». Например, вектор скорости точки в 
относительном движении (относительная скорость) будем в дальнейшем 
обозначать – отнv , вектор ускорения точки в относительном движении 
(относительное ускорение) будем обозначать – 

отнa .  Линия, которую 
«вычерчивает» точка при движении в подвижной системе координат, 
называется траекторией относительного движения точки. Эту траекторию 
часто можно построить экспериментально. Например, шар, вымазанный в 
краске, оставит на палубе след – траекторию движения. Аналитически 
траектория относительного движения в подвижных осях строится по 
известному закону относительного движения точки, как было 
рекомендовано в главе 1. 

5.5.Движение точки относительно неподвижной системы 
координат  Оxyz называется абсолютным движением.  

Кинематические характеристики абсолютного движения будут в 
дальнейшем иметь индекс «абс». Например, вектор скорости точки в 
абсолютном движении (абсолютная скорость) будем в дальнейшем 
обозначать – абсv , вектор ускорения точки в абсолютном движении 
(абсолютное ускорение) будем обозначать – абсa .  Линия, которую 
«вычерчивает» точка при движении в неподвижной системе координат, 
называется траекторией абсолютного движения точки.  Эту линию можно 
наблюдать в эксперименте, находясь в неподвижной системе координат.  

5.6. Движение  точки М вместе с подвижной системой координат 
  по отношению к неподвижной системе координат1111 zyxО  Оxyz  

называется переносным движением точки М.  
Кинематические характеристики переносного движения будут в 

дальнейшем иметь индекс «пер». Например, вектор скорости точки в 
переносном движении (переносную скорость) будем в дальнейшем 
обозначать – перv , вектор ускорения точки в переносном движении 
(переносное ускорение) будем обозначать – перa .   

  5.7. Переносными скоростью и ускорением точки М в данный 
момент времени относительно неподвижной системы координат 
Oxyz   называются скорость и ускорение той геометрической точки 
пространства, жестко связанной с подвижной системой координат 

 (читай: «тела, по которому движется точка»), в которой в 
данный момент времени  находится кинематическая точка М.

1111 zyxO
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Пример 5.1. Поясним теперь, как определить скорость и ускорение точки в 
переносном движении. Как следует из определения 5.2, координаты точек движущегося 
тела не меняются в подвижной системе координат.   Подвижная система координат как 
бы «вморожена»  в твердое тело (например, в палубу). Следовательно, и скорости, и 
ускорения  точек тела (палубы) по отношению к подвижной системе координат 

  равны нулю.  Движение точки 1111 zyxO М  в этой системе координат – 
относительное движение. Это движение по палубе может быть проанализировано 
методами главы 1, считая палубу неподвижной. Сама подвижная система координат 

 (читай: «палуба»)  и все жестко связанные с ней   геометрические точки 
пространства (точки палубы)   совершают движение с определенными скоростями и 
ускорениям  в неподвижной системе координат 

1111 zyxO

Oxyz , которая связана, например, с 
берегом. Совершая относительное движение,   точка М  в разные моменты времени 
попадает то в одну, то в другую точки движущегося тела (палубы).  Согласно 
определению 5.7 переносными скоростью и ускорением точки М  в данный момент 
времени будут скорость и ускорение точки палубы, в которой находится точка М  в 
данный момент времени. 

Пример 5.2. На лобовое стекло движущегося автомобиля упала капля дождя.  С 
автомобилем, например, с самим лобовым стеклом, жестко связана подвижная система 
координат , в которой каждая точка лобового стекла имеет постоянные 
координаты.   Движение точки (капли) 

1111 zyxO
М  в этой системе координат (движение точки 

по стеклу) – это относительное движение точки. Его  можно наблюдать, находясь в 
салоне автомобиля. Это движение можно задать и исследовать, считая автомобиль 
неподвижным, методами главы 1. В некоторый момент времени движущаяся точка М  
достигла точки  лобового стекла. Переносными скоростью и ускорением 
кинематической точки 

m
М в этот момент времени, согласно данному выше 

определению,  являются  скорость  и ускорение точки  лобового стекла. Но чтобы 
найти скорость и ускорение точки  лобового стекла, надо знать, как движется само 
стекло в данный момент времени или, что одно и то же, надо знать как движется 
подвижная система координат  относительно неподвижной системы 
координат 

m
m

1111 zyxO
Oxyz (поступательно, вращательно или еще как). Затем по известным 

формулам  найти скорость и ускорение точки  лобового стекла. Другими словами, 
чтобы определить переносную скорость точки М в заданный момент времени, надо 
уметь определять скорости  точек тела при  различных  изученных выше движений.   

m

 
§ 5.2.  Теорема о геометрическом сложении векторов 

скоростей  точки при сложном движении  
 

5.8. Теорема. При сложном движении точки вектор скорости 
точки в абсолютном движении геометрически складывается из 
вектора скорости в относительном движении точки и вектора 
скорости в переносном движении точки: 

абсv  = отнv +  перv  .                                          (5.1) 
Доказательство.  Пусть точка М  движется по некоторому телу, а 

само тело совершает какое-либо движение в неподвижной системе отсчета
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 с системой координат Oxyz  (рис.5.1). С телом жестко связана подвижная 
система координат , которая на рисунке не показана. Определим  
вектор скорости  

1111 zyxO
абсv  точки М  в абсолютном движении, то есть при 

движении точки в неподвижной системе координат Oxyz , в 
фиксированный  момент времени  1tt = . На рис. 5.1   изображены два 
положения точки, соответствующие моментам времени  и 1tt = 2tt = . 
Время, в течение которого произошло перемещение точки в пространстве, 
равно . В момент времени 12 ttt −=∆ 1tt =  движущаяся точка М  
находилась в  точке пространства  . В момент времени     точка 1m 2tt = М  
переместилась в  точку пространства  . Следовательно, вектор 2m 21mm  – 
вектор абсолютного перемещения точки М .  

z  

 
Абсолютное перемещение 21mm  точки М  есть следствие относительного 
перемещения 41mm  точки в подвижной системе координат  по 
траектории относительного движения  и перемещения  этой траектории, 
как жесткого целого, в неподвижной системе координат . При этом  

1111 zyxO

Oxyz

31mm  – вектор переносного перемещения точки М . Траектории 
относительного движения изображены на рисунке в соответствующие 
моменты времени в виде кривых α  и β . Фактически кривые α  и β  – это 
одна и та же пространственная  кривая в два момента времени  и 

, по-разному ориентированная по отношению к неподвижной системе 
координат 

1tt =
2tt =

Oxyz  (кривые α  и β     совпали бы при наложении). Из рисунка 
видно, что 

233121 mmmmmm += .

 
 

перv  

отнv  

О  у  

х  

М

2m  

1m  

М  

3m  

4m  абсv  

α  
β  

Рис. 5.2 Рис. 5.1 
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Поделив это равенство на t∆  и переходя к пределу, будем иметь:

0

lim 21

→∆
∆

t
t
mm

   =   
0

lim 31

→∆

+
∆

t
t
mm

      
0

lim 23

→∆
∆

t
t
mm

   .                        (5.2) 

По формуле (1.13) и определению 5.5 предел, стоящий в левой части 
равенства (5.2), равен вектору абсолютной скорости абсv , первый предел, 
стоящий в правой части, по формуле (1.13) и определению 5.6 равен 
вектору переносной скорости пv ринимая во внимание, что при  0→∆t  

 
ер . П

кривая β  стремиться к кривой α , можно заключить, что 

0

lim 23

→∆

=
∆

t
t
mm

 
0

lim 41

→∆

=
∆

t

v
t
mm

отн . 

Тогда  (5.2) принимает вид:  
 

абсv  = отнv +  перv .                                       (5.3)   
                    

Что и требовалось доказать. Графическое представление равенства 
(5.1)  или (5.3) приведено на рис.  5.2. 

При непосредственном использовании равенства (5.1) нужно помнить, 
что для конкретного момента времени абсv  графически изображается 
диагональю параллелограмма, построенного на векторах отнv , перv . Из 
равенства (5.1) может быть определен один – любой из входящих в него 
векторов. 

Теорему (5.1) можно записать и в виде  метода  проекций. 
Спроецируем равенство (5.1) на оси произвольной системы координат. 
Тогда будем иметь: 

xабсv ,  = +   ;      = +  ; xотнv , xперv , yабсv , yотнv , yперv ,
 

zабсv ,  = +   .                                 ( 5.4) zотнv , zперv ,

 

абсv  =  =абсv 2
,

2
,

2
, zабсyабсxабс vvv ++ .                      (5.5) 

Косинусы углов γβα ,,   (направляющие косинусы) вычисляются по 
формулам: 

абсxабсабс vvxvCosCos /),( ,==α ;     абсyабсабс vvyvCosCos /),( ,==β ; 

 
абсzабсабс vvzvCosCos /),( ,==γ   .                          (5.6) 
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§ 5.3. Теорема о геометрическом сложении векторов 

ускорений точки при сложном движении  
 

5.9.Теорема. Вектор абсолютного ускорения   при сложном 
движении точки равен геометрической сумме векторов ускорений 
точки в ее относительном, переносном движениях и вектора 
ускорения Кориолиса. 

 
абсa = отнa + перa + корa .                                          (5.7) 

 
Доказательство. По определению (1.15) вектор ускорения точки в 

абсолютном движении равен:         

dt
vda =  .                                                      (5.8) 

Продифференцируем равенство (5.8) по времени и получим: 
 

dtvd абс /  = dtvd отн / +  dtvd пер / .                               (5.9) 
  Как известно, вектор ускорения характеризует изменение со 

временем вектора скорости. Следовательно, в правой части (5.9) 
производные п  вре ени харак еризуют изменение векторов  о м т в п ротн vиv  

ом движении.  Абсолютное движение точки ранее мы 
представили в виде «суммы» относительного и переносного движений.  

е

в абсолютн

 

  
Рассмотрим два бесконечно близких момента времени. Пусть в 

относительном движении вектор относительной скорости отнv  получает 
приращение, обозначенное как 1)( отнvd  (рис. 5.3,1). Но траектория 
относительного движения в то же время перемещается вместе с самим 

3 

2 

2)( отнvd  

**
отнv  

*
отнv  

*
отнv  

отнv  

М
ММ  

Мотнv  

2)( отнvd  

1)( отнvd 1)( отнvd  

 1 

)( отнvd  
Рис. 5.3
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телом (рис. 5.3,2) и вектор относительной скорости *
отнv  из-за поворота 

тела (траектории относительного движения) примет новое положение
 **
отнv . Приращение вектора относительной скорости отнv  из-за 

переносного движения точки обозначено на рисунках 2)( отнvd . Перенося 
параллельно самим себе  векторы 1)( отнvd  и 2)( отнvd  в точку М  и 
складывая, получим: =отнvd 1)( отнvd + 2)( отнvd .  Совершенно аналогично 
можно показать, что 21 )()( перперпер vdvdvd += , где 1)( перvd  – изменение 
вектора переносной скорости точки М  в относительном движении, 

2)( перvd – изменение вектора переносной скорости точки М  в переносном 
движении.   Тогда равенство (5.9) может быть записано в виде: 

dtvd абс /  = dtvddtvd отнотн /)(/)( 21 + + 
 dtvddtvd перпер /)(/)( 21 + .                             (5.10) 

Принимая во внимание введенные ранее определения, можно записать: 
 

 dtvda абсабс /= ,      dtvda отнотн /)( 1= ,       dtvda перпер /)( 2= ,   (5.11) 
 

где абсa , отнa , перa  – векторы абсолютного, относительного и 
переносного ускорений точки соответственно. Сумму двух оставшихся 
слагаемых из (5.10) называют кориолисовым ускорением. 
 

=корa   dtvd отн /)( 2 + dtvd пер /)( 1 .                   ( 5.12) 
 

5.10.Кориолисовым ускорением точки при сложном движении 
называется вектор корa , характеризующий изменение во времени 
вектора относительной скорости в переносном движении точки и 
изменение вектора переносной скорости в относительном движении 
точки.   

Окончательно равенство (5.10) примет вид: абсa = отнa + перa + корa .  
Что и требовалось доказать. 

 
§ 5.4. Определение вектора  кориолисова ускорения точки 

 и его свойства 
 

Формула (5.12) раскрывает механическую суть вектора корa , но  еще 
не пригодна для непосредственного использования в практических 
расчетах. Опуская промежуточные геометрические построения и 
вычисления, приводим     окончательные    формулы,    пригодные      для 
практического использования. 
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                                =корa )(2 отнv×⋅ ω ,                                    (5.13)
 
 

                              αω Sinva отнкор ⋅⋅= 2 ,                                 (5.14) 

 
где ω  – угловая скорость переносного движения подвижной системы 
координат (или вращающегося тела, с которым связана точка), α  – угол 
между векторами угловой скорости ω  и вектором относительной скорости 
точки отнv .  

5.11. Итак, вектор кориолисова ускорения (5.13) равен удвоенному 
векторному произведению вектора угловой скорости  переносного 
движения  ω  и вектора  скорости точки в относительном  движении 
отнv . 

5.12. Модуль вектора кориолисова ускорения (5.14) вычисляется по 
правилам векторного произведения и  равен удвоенному произведению 
модулей векторов угловой скорости, относительной скорости точки и 
синуса угла между этими векторами 

5.13. Направление вектора кориолисова ускорения корa  находится 
по правилу векторного произведения: вектор корa  направлен в ту 
сторону, откуда кратчайший поворот от первого вектора-
сомножителя ω  ко второму вектору - сомножителю отнv  
наблюдается происходящим против часовой стрелки.  

 
Правило Жуковского 

 
В инженерной практике для определения направления вектора кориолисова 

ускорения корa  удобно пользоваться правилом Жуковского, которое непосредственно 

вытекает из правил векторной алгебры.  Чтобы найти направление  корa  нужно: 

1) мысленно построить плоскость, перпендикулярную вектору 
угловой скорости;  

2) спроецировать вектор относительной скорости точки отнv  на 
эту плоскость; 

3)повернуть проекцию вектора отнv  в плоскости, 
перпендикулярной вектору угловой скорости ω , на угол 90 градусов в 
сторону вращения подвижной системы координат (то есть в сторону  
вращения твердого тела).
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Пример 5.3. На рис. к примеру 5.3 показано применение правила Жуковского в 

некоторых частных случаях. Для облегчения пространственного восприятия 
показанных векторов они отнесены к координатным осям или координатным 
плоскостям прямоугольной системы координат  Мхуz  с началом в движущейся точке 
М . С той же целью в точку М  перенесен параллельно самому себе и вектор угловой 
скорости переносного движения  ω . На рисунках 1) и 4) к примеру 5.1  вектор отнv  
уже перпендикулярен вектору угловой скорости ω . Следуя правилу Жуковского в 
таких случаях для определения  направления вектора кориолисова  ускорения кора , 

нужно просто повернуть вектор отнv  против часовой стрелки, наблюдая этот поворот 
с конца вектора ω . Это и будет направлением переносного вращения тела, по которому 
точка совершает относительное движение. Во втором случае вектор отнv  лежит в 
координатной плоскости . Поэтому его необходимо мысленно спроецировать на  
плоскость  , перпендикулярную вектору 

Мху
Myz ω . Вектор проекции будет направлен по 

оси . Затем нужно повернуть вектор проекции на девяносто градусов в сторону 
вращения тела. В третьем случае вектор 

Му

отнv  лежит в плоскости Муz  и проецируется 
на плоскость  (вектор проекции «ляжет» на ось  Мxz Мz ). Далее действовать по 
правилу и получить показанный на рисунке вектор  кора . 

 
Частные случаи. Из формул (5.13), (5.14) следует, что вектор 

кориолисова   ускорения 0=кора   в трех случаях: 
1)  если переносное движение является поступательным, то есть ω =0. 

В примере 5.2 это означало бы, что капля в данный момент времени 
движется по стеклу в любом направлении, а кузов автомобиля движется 
поступательно, например, прямолинейно.  Формула (5.7) принимает вид:   

                              абсa = отнa + перa ;                                          (5.15) 
2) если точка находится в относительном покое, то есть отнv =0. В 

примере 5.2 это означало бы, что капля в данный момент времени 
неподвижна по отношению к стеклу и движется только вместе с 
автомобилем.  Формула (5.7) принимает вид:   

  

)1  

ω  

кора  

ω  
ω  

ω  

М
МММ  

)4  )3  )2  

z  

у  

у  

у  

х  

х  

х  х  090  

090  
090  090  

α  

отнv  

отнv  

ω  
ω  

кора  

кора  

кора  

α  

отнv  

отнv  

ω  
ω  

Рис. к  примеру 5.3

у  

z z z  
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                                       абсa = перa ;                                          (5.16)

3) если  0=α  или πα = , то 0=кора , следовательно, 0=кора . Это 
означает, что векторы  угловой скорости переносного движения ω  и 
вектор относительной скорости точки отнv  параллельны. Представим себе 
цилиндр, вращающийся с угловой скоростью ω  относительно
 неподвижной вертикальной оси. Вектор ω  направлен по оси вращения в 
ту или иную сторону в зависимости от направления вращения. Если по 
поверхности тела точка будет двигаться  строго параллельно оси вращения 
вверх или вниз (это ее относительное движение), то будет иметь место 
рассматриваемый случай. Вектор абсолютного ускорения определится по 
формуле (5.15). 

 
 § 5.5.  Задачи с решениями  на сложное движение точки 

 
Задача 5.1. Пластина в форме прямоугольного треугольника ОАВ вращается 

вокруг  вертикальной оси  Oz  по закону (см. рис. 1 к примеру 5.1)  (рад). 4/3 2tπϕ =
Положительное направление отсчета угла ϕ  соответствует вращению пластины против 
часовой стрелки, если наблюдать с положительного конца оси  . По гипотенузе Oz
АВ   от   вершины треугольника А  к вершине В  движется точка М по закону 

6
sin4 tS π

=   (м). В момент времени  0=t  точка М   находится  в вершине  

треугольника А . Найти абсолютную скорость и ускорение точки М  в момент  времени 
секунды, если катеты треугольника 21 =t мОА 3= , мОВ 4= . 

 
 

S  

М  

ω  

ϕ  

М
m  

О  

x  

отнv  

S  z  

x  

В

А  

у  

м3  

В
z

К

О  

Рис.1 к задаче 5.1 Рис.2 к задаче

м4  

ct 0=  

мAM 464,3=

ct 2=  

 
отна  

 

А  

 5.1 

у  
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Решение. Неподвижная система координат Oxyz  показана на рис.1 к задаче 5.1. 
С вращающейся пластиной жестко совместим  подвижную систему координат As , ось 
которой направлена по гипотенузе АВ от вершины А к вершине В. По условию задачи 
траектория точки М – прямая линия.  При вращении пластины эта система координат 
будет вращаться вместе с ней.  

Движение точки М в подвижной системе координат As , то есть движение точки 
по пластине – это относительное движение точки М. Движение точки вместе с  
пластиной – это ее переносное движение.
1. Определение положения точки в пространстве в момент времени с. Из 

закона переносного движения   при 

21 =t
4/3 2tπϕ = 21 == tt с   получим   πϕ 3= рад. Будем 

считать, что показанное на рисунке 2 положение пластины соответствует этому углу. 
Другими словами, к моменту времени 21 =t с  пластина сделала 1,5 оборота вокруг  

оси вращения . Так как точка движется  по гипотенузе по закону Oz
6

sin4 tS π
= , то при 

с  получим  21 == tt =АМ   32
6

2sin4)2( =
⋅

=
πS  м. 

Другими словами, пока пластина поворачивалась на πϕ 3=  рад , точка М  

прошла по гипотенузе АВ расстояние 464,332 === AMS м. Длина гипотенузы  

516922 =+=+= OAOBAB  м. Положение точки на гипотенузе АВ  в момент 
времени с показано на рис.2 к задаче 5.1. 21 =t

2. Исследование относительного движения точки М. В относительном 
движении точка М совершает прямолинейное движение по гипотенузе АВ. Пользуясь 
формулами для определения алгебраических значений скоростей и ускорений точек 
при естественном способе задания движения, будем иметь: 

6
cos

6
4 tSvотн

ππ
== & = 

6
cos093,2

6
cos

3
2 tt πππ

= . 

В общем случае вектор относительного ускорения точки равен сумме  касательной и 
нормальной составляющих n

отнотнотн ааа += τ . В данном случае траектория 
относительного движения - прямая (гипотенуза). Поэтому 

6
sin

66
2 tSva отнотн

πππτ ⋅−=== &&&   
6

sin096,1
6

sin
9

2 tt πππ
−=−= , 

0/2 == ρотн
n
отн va ,  так как радиус кривизны ∞=ρ  (траектория относительного 

движения – гипотенуза АВ).   Следовательно, τ
отнотн аа = . При сtt 21 ==  получим: 

смvотн /047,1
32

1
3

2
3

cos
3

2
==⋅==

ππππ ,        , 0=n
отна

 

)/(949,03
1829

3
3

sin
9

2
222

смaa отнотн −=−=
⋅

=⋅−==
ππππτ . 

Вычисления показали, что в момент времени сtt 21 ==  точка совершает 

замедленное движение ( ).  Вектор относительной скорости  0,0 <> τ
отнотн аv отнv  

направлен по касательной к траектории (следовательно, по гипотенузе АВ ) от точки М
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к вершине В, а вектор τ
отнa  направлен в обратную сторону (см. рис.2 к задаче 5.1).  

3. Исследование переносного движения точки. Переносным движением для 
точки М является вращение треугольника относительно неподвижной оси. Мысленно 
удалим  движущуюся точку М с треугольника и рассмотрим  кинематику точки   
пластины , в которой находится движущаяся точка М  в момент  времени 

. Воспользуемся теорией вращательного движения твердого тела
m

сtt 21 ==
 относительно неподвижной оси. Угловая скорость и угловое ускорение вычисляются 
по формулам:  

2
34/6 tt ππϕω === &  ,        срад /

2
3πωε == &  . 2/срад

Линейные скорость и ускорения вычисляются по формулам:  
Kmvпер ⋅=ω ,   Kmaпер ⋅= ετ ,  , Kman

пер ⋅= 2ω
6,05/3/sin === ABOAϕ ,       8,05/4/cos === ABOBϕ , 

( ) мBmKm 922,0
5
3325sin =⋅−=⋅= ϕ . 

При   : ,  сt 2= 142,93 −== сπω 271,4
2

3 −== сπε . смKmvпер /685,8922,042,9 =⋅=⋅= ω ,    

,/343,4922,071,4 2смKmaпер =⋅=⋅= ετ 222 /815,81922,042,9 смKman
пер =⋅=⋅=ω . 

Чтобы облегчить пространственное восприятие векторов, в точке М , 
совпадающей в данный момент времени с точкой  пластины,  введем систему 
координат   с осями,  параллельными осям исходной системы координат Oxyz . 

Векторы 

m
111 zyMx

перv , τ
перa , n

перa  лежат в плоскости , перпендикулярной к оси вращения 

. Алгебраическая величина – положительна.  Поэтому вектор 

11yMx

Oz перv перv , будучи 
направлен по касательной к траектории переносного движения точки, – 
перпендикулярен к  плоскости пластины и к радиусу траектории Km , то есть 
направлен по оси , параллельной оси Ох .  Направлен он в направлении вращения 
пластины.  

1Mx

Так как знаки   ,   перv τ
перa     совпадают, то вектор   τ

перa  направлен так же, как и 

вектор перv .  Вектор n
перa  направлен к оси вращения пластины по оси . Указанные 

векторы показаны на рис. 3 к задаче.  
1My

4. Определение величины и направления  вектора ускорения Кориолиса 
точки М. 
                     ( )отнкор va ×= ω2 ,     αω sin2 ⋅⋅⋅= отнкор va ,  

 где α – угол между векторами  ω  и отнv . По рисунку видно что ϕα = . Тогда 
6,0sin =α .   

  

При 2=t с:    835,116,0047,142,92sin2 =⋅⋅⋅=⋅⋅⋅= αω отнкор va 2с
м

. 

Направление вектора  корa  определим по правилу Жуковского.      Спроецируем 

вектор отнv  на плоскость, перпендикулярную вектору  ω ,  и повернем эту проекцию 
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на  9 Век0 o  в сторону вращения. тор  корa  «ляжет» на ось  1Oх   и будет направлен на 
наблюд , как показано на рис.3 к задаче 5.1.

 
 

ателя

5. Определение абсv  .  Вектор абсолютной скорости абсv  точки М находится по 
формуле:  

  перотнабс vvv += .                                              (*)  

В данной 

             

задаче =+= 22
перотнабс vvv 22 685,8047,1 + = см /784,8 , так как ⊥отнv  

перv  . Но так бывает не всегда, поэтому  воспользуемся методом проекций. Равенства 

роекциях на оси неподвижной системы ординат(*)  перепишем в п  ко  Oxyz . 

хперхотнхабс vvv ,,, +=   ,        yперyотнyабс vvv ,,, +=   ,  

 zперzотнzабс vvv ,,, += .                                              (**) 
Вычислим проекции отдельных ве  скоростей на оси системы координат кторов

Оxyz  или, что то же самое,  на си системы координат
Для м

 о 111 zyMx  и воспользуемся (**).   
омента времени 2=t с будет иметь : 

01, =хотнv , 81, 685,−=−= перхпер vv

,1, vv хабсхс

,   

смv пераб )/(685,8−=−== , 

)/(6282,0sin
1, смvv отнyотн −=⋅−= α ,   =уv , 

(6282,0sin,1, мvvv отнуабсyабс

0
1,пер

)/ с−=⋅−== α  ,  

αcos1, ⋅= отнzотн vv ,     01, =zперv ,   

 )/(8376,0cos,1, смvvv отнzабсzабс =⋅== α . 

ω  

x  

Рис.4 к задаче 5.1 

уабсv ,  
В

А  О  

абса  

абсv  

М 1у  

1z  

1х  

кора  

ϕ  

α  

ω  
1z  

1у  

τ
пера  

перv  

ω  

Рис.3 к задаче 5.1 
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Здесь было учтено, что 8,05/4coscos === ϕα ; 6,05/3sinsin === ϕα . Тогда 
 

)/(748,88376,0628,0685,8 2222
,

2
,

2
, смvvvv zабсуабсхабсабс =++=++= .

         Косинусы углов ,,, 111 γβα  которые вектор  абсолютной скорости абсv  образует с 
осями , , , соответственно равны:  1Oх 1Oy 1Oz

993,0
748,8
685,8cos ,

1 −=−==
абс

хабс
v

v
α ,  , 0

1 217,173=α

072,0
748,8
628,0cos ,

1 −=−==
абс

yабс
v

v
β ,  , 0

1 87,85=β

096,0
748,8
838,0cos ,

1 =+==
абс

zабс
v

v
γ ,   . 0

1 51,95=γ

Вектор абсv  показан на рис. 4 к задаче 5.1. 

6. Определение абсa .  По (5.7)  имеем  корперотнабс аааа ++= .     В нашем 
случае траектория переносного движения точки – окружность радиуса Km, поэтому 
вектор переносного ускорения  разлагается  n

перперпер ааа += τ .   Тогда 

кор
n
перперотнабс ааааа +++= τ .                                    (***) 

В проекциях на оси неподвижной системы координат (***) примет вид: 

хкор
n

хперхперхотнхабс aааaa ,,,,, +++= τ ,    , yкор
n

уперуперyотнyабс aааaa ,,,,, +++= τ

zкор
n

zперzперzотнzабс aaаaa ,,,,, +++= τ  .                        (****) 

Вычислим проекции векторов  кор
n
перперотн аааа ,,, τ , входящих  в (***),  на оси 

неподвижной системы координат  Oxyz . 
0, =хотна , αsin, ⋅= отнуотн аа ,  αcos, ⋅−= отнzотн аа . 

ττ
перхпер аa −=, , ,         , 0,, == ττ

zперупер аа 0,,0 ,,, =−== n
zпер

n
пер

n
упер

n
xпер аааа

корхкор аа =, ,     0,, == zкорукор аа . 

Подставляя полученные выражения проекций в (****), для момента 2=t  
получим: 

корперхабс ааa +−= τ
,  = ,   )/(492,7835,11343,4 2см=+− n

перотнyабс aаа −⋅= αsin, =  

)/(246,81815,816,0949,0 2см−=−⋅ , αcos, ⋅−= отнzабс аa = . )/(759,08,0949,0 2см−=⋅−
 

22222
,

2
,

2
, /594,81759,0246,81492,7 смaaaa zабсyабсхабсабс =++=++= . 

Косинусы углов 2,2,2 γβα , которые вектор   абсa   образуют с осями  , 
соответственно равны 

ОzОуОх ,,
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092,0
594,81
492,7cos ,

2 ===
абс

хабс

a

a
α ,  , 0

2 72,84=α

996,0
594,81
246,81cos ,

2 −=−==
абс

yабс

a

а
β ,  , 0

2 87,174=β

009,0
594,81
759,0cos ,

2 −=−==
абс

zабс

a

a
γ ,   . 0

2 52,90=γ

Вектор абса  показан на рис.4 к задаче 5.1. 
Задача 5.2. Ползун M  движется вдоль прямолинейной кулисы  от точки  к 

точке 
OA O

A  с постоянной скоростью u , а сама кулиса вращается вокруг оси , 
перпендикулярной плоскости рисунка, с угловой скоростью 

O
const=ω . Принимая 

ползун за точку, определить абсолютную скорость и абсолютное ускорение ползуна 
M  в момент времени, когда ползун переместится на расстояние  .LOM =

Решение.  Движение ползуна вдоль кулисы для ползуна является относительным 
движением, а вращательное движение кулисы – переносным движением. Поэтому 

uvотн =  и модули этих векторов равны uvотн = . Переносная скорость 

LOMvпер ⋅=⋅= ωω . Вектор перv  перпендикулярен , а модуль абсолютной 

скорости ползуна будет равен 

OA

.22222 ωLuvvv перотнa +=+=  Так как 

, то constuvотн == 0== отнотн va & .   (так как 0=τ
перa ,соnst=ω 0=ε ) 

 Модуль кориолисова ускорение находится по формуле 

 Модуль абсолютного ускорения при  будет 

равен 

.22 LOMan
пер ωω =⋅=

.290sin2 uuaкор ⋅⋅=⋅⋅⋅= ωω o 0=отнa

( ) 224422
4 uLaaa кор

n
перa ωω +=+= . Здесь  TuL ⋅=   ( ).constT =  

Ответ: .422 +⋅= Tuaa ωω  

 
Задача 5.3. Точка M движется с постоянной скоростью  по кольцу 

радиуса , которое вращается с постоянной угловой скоростью 
смv /2=

мr 5,0= ,/4 срад=ω  
относительно оси   Определить  модуль  абсолютного  ускорения   точки .Oy M  в  

av  корa  

указанном  на  рисунке  положении.
Решение.  Движение точки по кольцу – это ее относительное движение, вращение 

кольца вместе с кольцом – переносное движение. Тогда (т.к. const=ω ): 0=τ
пера ,

О  
О  

абса  

 

ω  

M
n
пера  

отнvA  

перv
 

 ω  

M  

Рис.2 к задаче 5.2 Рис.1 к задаче 5.2 
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  ,/85,04 222 смran
пер =⋅==ω ,vvотн =   ,0==

dt
dvaотн

τ  ,/8 2
2

см
r

va отнn
отн ==   

,/25,04 смrvпер =⋅=⋅= ω   Учитывая, что .0=τ
перa ,||ωотнv  получим 

,/16 2смaaaa n
пер

n
отнaбсaбс =+==  т.к. .00sin2 0 =⋅= ωотнкор va  

Ответ: . смаабс /16=
 

 
 

Задача 5.4. Движение поршня горизонтальной паровой машины катера задано 
уравнением )sin( tbx ⋅= ω  (ось x  направлена от кормы к носу). Принимая поршень за 
точку, определить модуль абсолютного ускорения поршня в его среднем положении, 
если катер движется по окружности радиуса R  с постоянной скоростью  .u

 

 
 

Решение.  Обозначим центр поршня точкой .  Движение поршня относительно 
корпуса катера  –  это относительное движение точки .  Движение точки  вместе с 
вращающимся катером по окружности радиуса 

С
С C

R  –  это переносное  движение точки 
со скоростью uvпер = . Вычислим ,cos tbxvотн ωω== &   Здесь .sin2 tbxaотн ωω−== &&

отнωω = . По уравнению движения  видно, что среднее положение поршня 
соответствует моментам времени ,0=t  ,/ωπ=t  ωπ /2=t  и т.д.. В эти моменты 
времени  . Определим переносную угловую скорость 0=отнa .перω   Длина
 траектории точки  катера (длина окружности) С .2 RL π=  Время (период) ее обхода 
катером (точкой ):  С uRuLT /2/ π== . Из теории вращения твердого тела 

Рис.2 к задаче 5.4 

y  

отнa  

корa  

у  

R  О  

x  

n
перa  

x
отнv  

uvпер =  
u  

С  

Рис.1 к задаче 5.4 

x  x  

v  

перω  

s  s  

перω  

у  

Рис.2 к задаче 5.3 Рис.1 к задаче 5.3

ω  

z М  z  
М  

y 

отнvv =  

n
отнa n

перa   
1o О   

абса  r  
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относительно неподвижной оси , направленной перпендикулярно плоскости 
рисунка, 

Оz
Ruv перпер ⋅== ω . Тогда constRuпер == /ω .  Следовательно, 

. Тогда 0,0 === Rа перперпер εε τ n
перпер aa = .  , RuRaa пер

n
перпер /22 =⋅== ω

./)cos2(sin2 Rtubva отнперкор ωωαω =⋅=  Для среднего положения поршня 

.)/(2 ωbRuaкор =    Напомним, здесь отнωω =  из уравнения движения.  Направления 
ускорений показаны на рис. 2 к задаче.  Абсолютное ускорение 

RubRuaaa кор
n
перaбс /2/2 ω±=±= . Надо иметь в виду, что при работе поршня 

вектор отнv  будет периодически менять свое направление на обратное. В формуле для 
вычисления  знак (+) берется при совпадении направлений векторов скоростей 
поршня и катера. 

абса

Ответ: RubRuaaбс /2/2 ω±= . 

Задача 5.5.  Кривошипы  и  тепловоза длиной AO1 BO2 мBOAOr 121 ===  

вращаются с угловой скоростью срад /10=ω  и угловым ускорением  и 
соединены между собой спарником   Радиусы колес 

2/10 срад=ε
.AB .5,1 мR =  Колеса катятся по 

рельсам без скольжения. Определить абсолютное ускорение любой точки M  спарника 
AB  для четырех положений кривошипа:   .,,, 4321 AAAA

Решение. Так как спарник AB  совершает поступательное движение, то скорости 
и ускорения всех его точек одинаковы.  Скорость и ускорение точки M равны 
скорости и ускорению точки A  (точки, в которой конец спарника AB  соединен с 
кривошипом  Точку ).1AO A  можно считать участвующей в двух движениях. 
Относительное движении – это движение по окружности радиуса  вокруг оси  
колеса тепловоза.   Переносное движении – это движение  вместе с колесом в его 
поступательном движении со скоростью 

АО1 1O

0v  и ускорением 0a .  При  этом  0,0 av – 

скорость и ускорение точки  оси колеса.  Найдем скорость  и ускорение  конца 
оси колеса тепловоза . Для этого рассмотрим движение точки С колеса, в которой 
оно касается рельса. Для точки С переносная скорость 

1O 0v 0a
1О

0vvпер = ,  относительная 

скорость .ω⋅= Rvотн  Она найдена как скорость точки вращающегося тела.  Но колесо 
катится без скольжения и скорость точки С должна быть равна нулю. 
Отсюда 00 =−=−= ωRvvvv reС  или смRv /15105,10 =⋅== ω . 
 Ускорение точки  является переносным ускорение точки А. Найдем его как 

производную от  

1O

:0v ( ) 20
0 /15 смRR

dt
d

dt
dva =⋅=== εω .  Относительная скорость 

точки А: ,/10 смrvотн =⋅= ω  а ее ускорение τ
отн

n
отнотн aaa += , где 

 Поскольку за переносное движение 

принимается поступательное движение колеса, то 

./10,/100/ 222 смraсмrva отнотн
n
отн =⋅=== ετ

0=перω  и, 
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следовательно, 0=кора . Поэтому А
пер

nА
отн

А
отн

М
абс

А
абс ааааа ++== ,,τ . Используя четыре 

раза метод проекций, вычислим ускорения точки М  при четырех положениях точки 
А  – в  Они будут постоянными по модулю, но меняются по .,,, 4321 AAAA
направлению. Абсолютные ускорения всех точек для различных положений кривошипа 
показаны на рисунке 2 к задаче 5.5. Их модули определяются следующим образом: 

2222
01, /12,10010025)()( смaaaa n

отнотнабс =+=+−= τ , 
2222

02, /43,115100115)()( смaaaa отн
n
отнабс =+=++= τ , 

2222
03, /08,103100625)()( смaaaa n

отнотнабс =+=++= τ , 

2222
04, /59,8510085)()( смaaaa отн

n
отнабс =+=+−= τ . 

Ответ:  ,/08,103,/43,115,/12,100 2
3,

2
2,

2
1, смасмасмa абсабсабс === ./59,85 2

4, смаабс =

 
Задача 5.6. Башенный кран вращается равномерно с угловой скоростью  

./2 срад=ω   По стреле крана перемещается краповая тележка А  с постоянной 
скоростью ./3 смvA =  Вертикально вниз груз В  движется равноускоренно из 

состояния покоя; пройдя расстояние мs 2= , он имеет скорость, равную  
Принимая груз за точку, определить модуль абсолютного ускорения груза 

./2* смvВ =
В , если в 

рассматриваемый момент  времени мОА 2= . Точка  лежит на вертикальной оси 
крана (рис. 2 к задаче). 

О

Решение.  Кран стоит на месте, стрела поворачивается. Трос АВ  движется 
поступательно, оставаясь параллельным самому  себе. Тогда за переносное движение 
точки В  можно принять вращение крана относительно своей оси.   Мысленно 
остановим  тележку на расстоянии мОА 2=  и найдем кинематические характеристики 
переносного движения точки – то есть точки стрелы крана, в которой в данный момент 
времени находится центр тележки А . Для точки вращающегося тела А   

n
перперпер ааа += τ . Векторы n

перпер аа ,τ  взаимно перпендикулярны. По условию задачи  

. Тогда . 0, === ωεω &const 0,/4 =⋅==⋅= OAaсмOAv перпер εω τ

Следовательно,  Исследуем относительное движение 

точки 

./8 22 смOAaa n
перпер =⋅== ω

В  - движение точки по отношению к «неподвижной» стреле крана. 

отнv  

Оv  

Оа  3А  τ
отна  τ

отна  

С  

перv  

В

1О  4А  

 

1А  

2А  

3А  А  

Рис. 1 к задаче 5.5 Рис. 2 к задаче 5.5 
1А  

4А  

2А  

τ
отна  

Оа  

τ
отна  

Оа  
Оа  

n
отна  

1О
Оа

n
отна

 

 n
отнаn

отна   
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Относительная скорость точки В  складывается из постоянной скорости перемещения 
тележки Av  и скорости движения груза в вертикальном направлении, которая в 

указанный момент времени равна : смvB /2* = *
ВАотн vvv += . Так как *, ВА vv  взаимно 

перпендикулярны, то в данный момент времени смvотн /1323 22 =+= . Вектор 

отнv  направлен по диагонали параллелограмма, построенного на векторах – слагаемых  

Аv  и *
Вv . Относительное ускорение точки В  складывается из вектора ускорения Аа   

точки А  в её движении по стреле крана и вектора ускорения  при движении точки Ва
В  в вертикальном направлении: ВАотн ааа += . Но  0/ == dtvdа AА , так как по 
условию задачи constvA = . Следовательно,   

1z  z

 
Вотн аа = . Определим ускорение с которым опускается груз .В  Это  движение точки 

– прямолинейное, равноускоренное. Для такого движения   tav отнB ⋅= , 

. Выражая время из первого уравнения и подставляя во второе, 
получим выражение для постоянного относительного  ускорения, с которым опускается 
груз 

2/2tas отн ⋅=

В :  Ускорение Кориолиса ./12/ 22 смsvaa BBотн === )(2 отнкор vа ×= ω = 

)(2)(2 *
ВА vv ×+× ωω  = )(2 Аv×ω , так как .||* ωВv  Тогда модуль этого вектора равен  

 Направление вектора ./123222 2смva Aкор =⋅⋅=⋅= ω кора  определяется  по правилу 
Жуковского и показано на рис.2 к задаче.    Вектор абсолютного ускорения 
определяется по формуле (5.7)   корперотнабс aaаа ++= .  Спроецируем это уравнение 

на оси системы координат  или, что то же, .    

,    

хуzО1 111 zуВх ,/8 2
, смaа перxaбс −=−=

2
, /12 смaa корyaбс == ./1 2

, смaa отнzaбс −=−=

./46,142091128 22222
,

2
,

2
, смaaaa zaбсyaбсxaбсa ==++=++=  

Ответ: ./46,14 2смаабс =
       Задача 5.7. Тележка движется со скоростью ./)3/sin( смtvпер π=  Стержень

длиной

 МО1  

 м1 , закрепленный в центре тележки, вращается по закону tπϕ 5,0=  ( рад ).  

1О  
у  

х  

Av  

перv  

*
Bv  

отна  

n
перпер аа =  

АО  О   

кора  

В  

А 1у  

В  
1х  ω  

ω  

Рис. 1 к задаче 5.6 Рис. 2 к задаче 5.6 
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ержня (точкиОпределить абсолютное ускорение абса  конца ст  М ) в емени момент  вр   
ct 5,0= , принимая 0>ϕ  при вращении по час стрелке. 

 
Решение. Движение (вращение) стержня по отношению к тележке является 
тел ым движен е м относительное дв ение

овой 

 
ьн ие д иж .  относи м. Иссл уе

)(tотн ϕω &= , )(tотн ωε &= , MOtv отнотнM 1, )( ⋅= ω , МОа отнотн 1⋅= ε , 

МОa отн
n
отн 1

2 ⋅= ω . В момент времени 

τ

ct 5,0=  получим:  

отн πωπϕ 1д , 2 5,0,25,0 −== сра 0=отнε ,   5,0, ππ == , смv отнM /5,01⋅ 0=τ
отна , 

2 . Следовательно, сaа n
отнотн = Вектор 2 /25,0 смan

отн π= 22 /25,0 мπ= . 
МОv отнM 1, ⊥  и направлен в сторону вращения стержня.  Вектор отна  направлен п

оси стержня от точк  М  к . Переносным движением точки явля
движение вмес

о 

и  точке подвеса О ется ее 
те с тележкой. Тележка движется (колеблется) поступательно. Поэтому 

1

0=перω  и, следовательно, 0=кора . Закон изменения переносной скорости задан в 

условии задачи,  переносное ускорение .
3

cos
3

tva перпер
ππ

== &   В момент времени 

ct 5,0=  имеем =  ./9,0 2смae  корперотнабс aaаа ++= .      

  уравнение на оси оорд

у  у  

 
Спроецируем последнее
 

 к инат.  

./93,173,30276,37,0

,/74,1707,025,045cos

,/84,0707,025,09,045sin, aaa отнперxaбс ⋅⋅−=⋅−= π

22
,

2
,

22
,

22

смaaa

смaa

см

yaбсxaбсабс

отнyaбс

==+=+=

=⋅⋅=⋅=

−=

πo

o

 

Ответ: 
 

./93,1 2смаабс =

 
 

х  

М  

Рис. 2 к   5.7   задаче

отна  
отнv  

перпер vа  

045  

М

перпер vа  

О  О  

х  

ϕ  

перv  

 

Рис. 1 к задаче  5.7  

1О  

1О  
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§ 5.6.  Задачи для самостоятельного решения  на сложное 
дви

Задача 5.8. Точка  

жение точки 
 

M  движется с относительной скоростью   по 
хорде скости диска

смvотн /5,0=
 диска, вращающегося вокруг оси О , перпендикулярной пло , с 
угловой скоростью .5,0 1−−= сω   Определить абсолютное ускорение точки M  в 

  Ответ: ./11,1 2сма =   абснт времени ct 2= , ес .02,ли 0 мOM =моме

 
 

Задача 5.9. Плоскость, в которой движется точка 

отнv  

Рис. к задаче 5.8 
z

ω  

О  

 

ω  

О  

у  

х  

Рис. к задаче 5.9 
М

М

М согласно уравнениям 
,= ty /9=  ( −ytx x,  в −tсм, в ),сек  вращается вокруг оси Oz  тив движения часовой 

п янн гл  скоростью ./1 с
про

стрелки с осто ой у овой рад=ω  Определить модуль 
абсолютного ускорения точки в тот момент, о ится на кратчайшем 
расстоянии от оси вращения.  Ответ: 

когда она нах д
./3/10 2ссма =   

Задача 5.10. Окружность радиу
абс
са мR 1=  вращается в вертикальной плоскости 

но закоOxy  вокруг неподвижной оси Oz  соглас ну −= ϕπϕ ()2/( t  в −tрад,  в ).сек  По 
жности движется точка  окру M  по закону  s tOM )2/(π==  ( s в −tм,  ек ). 

Определить абсолютное ускорен   точки 
в c

ие М в мо .1мент времени ct =  
Ответ: )./(4/ 22 смаа π=  

 
Задача 5.11. Ось вращается вокруг неподвижной оси системы координат Ox   Oz  Oxyz  
по закону ϕϕ (t=  –  в −tрад,  в )сек . Вдоль оси Ox  движется точка согласно закону 

s  ϕ
0М  

z

М
1у  

у  

х  
1х  ϕ

О  
 

Рис. к задаче  5.10 

M

О  

y  
ω  

A  

x  
ϕ  

R

Рис. к задаче  5.11 
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21 tx +=  ( −x в −tм,  в  Определить модуль абсолютной скорости и абсолютного 

ускорения в момент времени  Ответ: 

).сек

.1ct = ./22,/4 2 смvсма абсабс ==  
Задача 5.12. Крановая тележка A  движется по стреле крана равноускоренно из 

состояния покоя и, пройдя расстояние ,2мOA =  имеет относительно стрелы крана 
скорость 2м/с=Av . Определить в этот момент времени модуль абсолютного 

ускорения тележки, если кран вращается равномерно,  делая  .   минобn //30 π=

Ответ:  ./12,4 2смaaбс =

 
Задача 5.13.  В плоскости   поступательно движется стержень Oxy АВ , составляя 

угол  с осью , как показано на рисунке к задаче.  Вектор ускорения 

меняется по закону 

o30=ϕ Oy
itа ⋅=10 ( ).   Вдоль стержня движется точка 2м/с M  по закону 

 (23 tAMs ⋅== s в −tм,  в  Определить абсолютное ускорение точки ).сек М  в 

момент времени  Ответ:        с.t1 1= ./14 2смаабс =
 

 
Задача 5.14. Башенный кран вращается  равномерно с угловой скоростью 

./2 срад=ω  По отношению к стреле тележка имеет в данный момент скорость 

М  

s  

v  

х  

у  

Рис. к задаче 5.15  

В

А  
ω  

О  

1О  

1О  

O  

Рис. к задаче 5.14  

ω  r  

А

В  М

030  

х  

i  

О  
А  

z

k  

ω  

j  

отнv  

1О  

у  

Рис. к задаче 5.12 Рис. к задаче 5.13 

 
О  



Шигабутдинов Ф.Г., Шигабутдинов А.Ф.             165 
 

смv /31 =  и ускорение .  Чему равен модуль абсолютного ускорения груза 2
1 /4 сма =

В  в тот момент, когда расстояние ?3мОА=   Ответ:  ./42,14 2смаабс =
Задача 5.15. Кольцо радиуса мr 5,0=  вращается в плоскости чертежа с 

постоянной угловой скоростью . По кольцу перемещается  точка 14 −= сω М с 
постоянной  линейной скоростью ./2 смvМ =   Определить модуль абсолютного 

ускорения точки М  в показанном на рисунке положении.     Ответ: ./40 2смаабс =
Задача 5.16. Тележка движется по наклонной плоскости с ускорением  

   По тележке в плоскости чертежа движется точка ./2 2смaа пер == М  согласно 

уравнениям  и  (2
1 3tx = 2

1 4ty = −yx,  в .  Определить ускорение  точки  . )м абса
Ответ:  ./3,11 2смaaбс =

 
 
 

Задача 5.17. Ползун 1 движется по горизонтальным направляющим с постоянным 
ускорением  Точка ./3 2

1 сма = М перемещается по ползуну с ускорением  . 

Определить абсолютное ускорение точки. Ответ: . 

2
2 /4 сма =

2/6,3 смaa =
 
 

Вопросы для самоконтроля к главе 5 
 

1. Какое движение точки называется сложным движением? 
2. Какое движение точки называется абсолютным движением, переносным 

движением, относительным движением? 
3. Дайте формулировку теоремы о геометрическом сложении векторов скоростей 

точки при сложном движении точки. 
4. Что называется относительной,  переносной и абсолютной скоростью точки ? 
5. Сформулируйте теорему Кориолиса. 
6. Что характеризует вектор ускорения Кориолиса и как он направлен? 
7. Чему равен модуль вектора ускорения Кориолиса при сложном движении 

точки? 
8. Сформулируйте правило Жуковского.  Когда вектор ускорения Кориолиса равен 

нулю? 

пера  

α  1О  

О  

у  1а  

1у  

М  х  

1х  

1 

М  060  

2а  

Рис. к задаче 5.16 Рис. к задаче 5.17 
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Приложение 
Некоторые сведения из математики 

 
А. Функции и их графики 

 
1. Линейная функция .baxy +=   График – прямая линия. Функция 

монотонно возрастает при  и убывает при 0>a 0<a  (рис. 1). 
 

0,2 >= aaxy  

 
 2. Квадратный трехчлен  График – парабола с вертикальной 

осью симметрии (рис.2). Обозначим 

.2 cbxaxy ++=

,2/ abd =  
a

acbe
4

42 −
−= . Квадратный трехчлен 

примет вид:   Графики этой функции для разных значений констант 
показаны на рис. 2. 

( ) .2 edxay ++=

 3. Степенная функция  naxy = −n( целое . График – парабола ) −n го 
порядка. На рис.  3 даны графики для четных 4,2=n  и нечетных  . 5,3=n
 

 
 4.Обратная пропорциональность xay /= . График – равносторонняя 
гипербола с асимптотами – осями координат (рис.  4). 

 5. Показательная функция .  График – показательная кривая (рис. 5)xay =

Рис. 2
edxay ++= 2)(  

0
0
0

>
<
>

d
e
а

 

02 >b  
02 <a  

01 >b  

01 >a  
11 bхау +=

22 αtga =  

 

),( edС −  

22 bxay +=  

1b  1α  

y  

2α  

x  

y

o

0
0
0

<
>
<

d
e
a

x

edxay ++= 2)(  

2b

 

Рис. 1 

 

О  

11 αtga =  
),( edС −  

Рис. 3

y  4=n  

2=n  

nxy =  1 

1 1−  0  
x

x

y

1

1

1−

1−  
0  

3=n  

y

0<a  0>a  
0  

0<a  

0>a  

x

5=n  

x
ay =  

Рис.  4 
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 6.Логарифмическая функция . График –
логарифмическая кривая (рис.  6). 

)ln(log xyxy a ==

 

 
 
 7. Синус kxAy sin⋅= . График – синусоида (рис. 7,  8). 

 
 
 8. Косинус .coskxAy ⋅=  График – косинусоида (рис.  9, 10). 
 

xy 5,0=  

xy 2=  

xey =  

1 

0  x

y  

xy 2=  
xy 5,0=  

( )xey /1=
xy 10=  

xy 2log=  

( ) xy e/1log=  

y

0 

xy ln=  

xy lg=  

xy 1,0log=  
x

xy 5,0log=  

хау =
xy 1,0=  xy alog=   

Рис. 6Рис.  5 

5,1  y  

π2−  

y  

π−  
2
π

−  

1

1−  

2
π

 π  

1=A
1=k  

x

π−

2
π

−  
0  

1

1−  

5,1−  

2
π

 2=k  
5,1=A

π  
x

kxAy sin⋅=  

π2  

Рис. 8Рис. 7 

π2−  

y  y  1

5,1−  

π−
2
π

−  

0  

1

1−

2
π

 

2=k  
5,1=A  

π  x

Рис.  10 

5,1  

π−  

2
π

−  

1−

2
π

 π  

1=A  
1=k  

π2  x

kxAy cos⋅=  

Рис.  9 
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 9. Тангенс .tgxy =  График – тангенсоида (рис.  11).  
 

yy  

 
 
 10.Котангенс  График – тангенсоида, зеркально отраженная 
относительно оси Ox  и сдвинутая влево на 

.ctgxy =
2/π  рад (рис.  12). 

 
Б. Алгебра 

 
 1. Действия с показательными выражениями 
 

,nmnm aaa +=  ,/ nmnm aaa −=   ,)( mnnm aa = ./ nmn m aa =  
 2.Натуральные логарифмы. Логарифмированием некоторой величины 
называется нахождение ее логарифма. Нахождение величины по ее логарифму 
называется потенцированием. Логарифмом  числа L N  при основании  называется 
показатель степени, в которую нужно возвысить основание , чтобы получить 

c
c .L  

NCNL L
C == ,log . 

 Всякое положительное число при любом положительном основании  за 
исключением единицы имеет свой логарифм. Если 

c
718281828,2== eC , то 

логарифм называется натуральным и обозначается NL ln=  без указания основания. 
Логарифмы обладают следующими свойствами:  

,01ln =  ,1ln =e  ,0ln −∞=  

( ) ,lnlnln baab +=  ,lnlnln ba
b
a

−=   

,lnln anan ⋅=  .ln1ln a
n

an ⋅=  

3. Корни квадратного уравнения  02 =++ cbxax  и формулы сокращенного       
 умножения.

.
2

42
2,1 a

acbbx −±−
=

Рис.  11 

x

2
3π

−  

π−  

2
π

−  

0  

2
π

 

π  

2
3π

 
xπ−

2
π

−  

0  

2
π

 

π  

ctgxy =tgxy =  

Рис.  12 
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Если , имеется два действительных корня, если , то 

имеется  два совпадающих корня, если 

042 >− acb 042 =− acb
042 <− acb  – два мнимых корня. 

Имеют место формулы сокращенного умножения. 
 

                                 
( )

( ) ( ,)(

,2
22

222

babaва

bababa

−⋅+=−

+±=±

)
( )

( ) ).()(

,33
2233

32233

babababа

babbaaba

+±=±

±+±=±

m
 

 
В. Геометрия 

 1. Треугольник.   Сумма углов треугольника равна π2  рад или 180  (рис. 13). 
Площадь треугольника 

o

bhS 5,0=  или ( )( )( ),cpbpappS −−−=  где 

,  – высота треугольника. ( cbap ++⋅= 5,0 ) h
B  

 
При решении треугольников используются теорема косинусов и синусов 
 

 ,             

γ

β

α

cos2

cos2

cos2

222

222

222

abbac

accab

bccba

−+=

−+=

−+=

.sin/sin/sin/ γβα cba ==  

 Если один из углов треугольника равен , то треугольник называется 
прямоугольным (рис.14). Для прямоугольных треугольников имеют место 
соотношения:  

o90

,5,0 abS =    ,222 bac += ,/sin ca=α ,/cos cb=α  

,/sin cb=β   tg  t,/cos ca=β ,/ba=α ./ abg =β  

 Центр тяжести треугольников находится на пересечении медиан, т.е. прямых, 
соединяющих вершины треугольников с серединами противолежащих сторон. 
 
 2. Параллелограмм (рис.15). У параллелограмма противолежащие стороны 
попарно равны и параллельны, противоположные углы равны, площадь 
параллелограмма bhS = , где  – высота параллелограмма. Длину диагонали можно 
вычислить  по  теореме  косинусов,  которая  в  данном случае примет вид:  

h

 

 

c  

A  
α  

b  

γ  

β  
h  

C  

a  

B  
β  

c

Рис.  13

a
o90  

A α
b  

C  

 

Рис. 14
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( ).cos2222 ВАDabbad ∠⋅++=  

B  C  

 
Г. Тригонометрия 

3. Окружность.  Длину окружности 
вычисляют по формуле rL ⋅= π2 , где 
r  – радиус окружности.  Площадь 
круга        4/22 drs ⋅=⋅= ππ . 

a  d  

 
1.   Часто используемые формулы тригонометрии:  
 

,1cossin 22 =+ αα    ,cos/sin ααα tg=        ,sin/cos ααα ctg=  

,
1

sin
2α

αα
tg

tg

+
=      ,

1

1cos
2α

α
tg+

=         ,
1

22 2α
αα

tg
tgtg

−
=  

 
( ) ,sincoscossinsin βαβαβα ±=±      ( ) ,cossincoscoscos βαβαβ ±=±a  

 

,cossin22sin ααα =        ,sincos2cos 22 ααα −=

( ),2cos1
2
1sin2 αα −=         ( ),2cos1

2
1cos2 αα +=  

 

,
2

cos
2

sin2sinsin βαβαβα −+
=+        ,

2
cos

2
cos2coscos βαβαβα −+

=+  

,
2

cos
2

sin2sinsin βαβαβα −+
=+      ,

2
sin

2
sin2coscos βαβαβα −+

−=−  

  

( ) ([ ],coscos
2
1sinsin βαβαβα +−−= )

( ) ([ ],coscos
2
1coscos βαβαβα ++−= )  

( ) ([ ].sinsin
2
1cossin βαβαβα ++−= )  

2. Формулы приведения  
Таблица 1 

Функции αβ ±= o90 αβ ±= o180  αβ ±= o270  αβ −= o360  
βsin  αcos+  αsin±  αcos−  αsin−  
βcos  αsin±  αcos−  αsin±  αcos+  

 

A  
b  

α  D

h  

Касательная к окружности перпен-
дикулярна к радиусу окружности, 
проведенному в точку касания. Рис.  15 
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3. Значение тригонометрических функций некоторых углов 
Таблица 2 

α (град.) 
функция 

0  o30  o45  o60  o90  

αsin  0  5,0  2/2  2/3  1 
αcos  1 2/3  2/2  5,0  0  
αtg  0  3/1  1 3  ∞±  
αctg  ∞±  3  1 3/1  0  

функция α (рад) 0  6/π  4/π  3/π  2/π  
 

Д. Сведения из  векторной алгебры 
 

 В кинематике векторными величинами являются радиус – вектор точки ( )tr , 
вектор скорости  точки v , вектор ускорения точки a , вектор угловой скорости 
вращающегося  тела ω , вектор углового ускорения вращающегося тела ε  и т.д. Все 
математические операции с этими векторами – сложение векторов, умножение вектора 
на число, умножение вектора на вектор, разложение векторов на составляющие, –
выполняются по одним и тем же правилам векторной алгебры, как это делалось, 
например,  с вектором силы F в статике. 
 
 1. Геометрический способ сложения векторов. Если  вектор c  является 
суммой векторов a  и b , то пишут  bac += . Это символическое равенство показано 
на  рис. 16, 17. Вектор c  получается или как диагональ параллелограмма, построенного 
на векторах  a  и b  (правило параллелограмма – рис. 16), или как третья сторона 
треугольника, построенного на векторах a  и b  (правило треугольника – рис.17). 
Только так и надо понимать сумму векторов. 
 

c  b  

 
 
 Чтобы определить числовые значения вектора c  (то есть его модуль-длину и 
направление в пространстве) можно или а) по векторам a  и b   построить 
параллелограмм (или треугольник) в масштабе и неизвестный вектор  c  определить 
графически, или б) построив эскизный чертеж параллелограмма (или треугольника), 
воспользоваться для вычислений теоремами косинуса или синуса.
 

2. Аналитический способ действия с векторами. В этом случае исходят из 
того, что любой вектор, в том числе и имеющий механический смысл, может быть 
представлен через свои проекции. 

kajaiaa zyx ++=
r

,         222
zyx aaaa ++= . 

Рис. 17Рис. 16 
A

c  

A  a  

a  
b  
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−zyx aaa ,,  проекции вектора a  на оси .,, OzOyOx  Косинусы углов между 

векторами и положительными направлениями осей OzOyOx ,,  равны: 
 

aax /cos =α ,     aay /cos =β ,        ./cos aaz=γ  

 
Одна из теорем векторной алгебры утверждает, что если вектор    ∑= kaa , то  

,
1

∑
=

=
n

k
kxx aa                  . ,

1
∑
=

=
n

k
kyy aa ∑

=
=

n

k
kzz aa

1

( ) ( ) ( )222 ∑∑∑ ++= kzkykx aaaa . 

3.Скалярное произведение двух векторов a  и b   есть скалярная величина.  
 

( ) αcosbaba ⋅=⋅    ( −α угол между векторами a  и b ). 

4.Векторное произведение c  двух векторов a  и b  есть величина векторная. 
 

[ bac ×= ]        или       ( )bac ×=        и      αsin⋅= bac . 

 
 Вектор c  должен быть направлен так, чтобы  при наблюдении с конца  вектора 
c  кратчайший поворот от первого вектора-сомножителя  a   ко второму вектору-
сомножителю   b    наблюдался происходящим  против направления хода часовой 
стрелки. Координаты вектора c  определяются по формулам:  
 

,zyzyx abbac −=   ,zxxzy babac −=   .xyyxz babac −=  

 
Е. Производные и интегралы некоторых функций 

 
1. Таблица производных. 

    

( )

( )
( )
( )
( ) ,sin

,,ln

,

,,

,,0

1

xсosx

constaaaa

ee

constnnxx

constcc

xx

xx

nn

−=′

==
′
=
′

==
′

==′

−

( )
( )
( )
( )
( )
( ) ,

,

,sin/1

,cos/1

,cossin

,/1ln

2

2

shxchx

chxshx

xctgx

xtgx

xx

xx

=′
=′
−=′

=′
=′
=′

 

             где            ,
2

xx eeshx
−−

=   
2

xx eechx
−+

= . 
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2. Дифференцирование сложной функции. 

 

          Пусть ( )[ xfy ]ϕ= ,      тогда       ( )[ ] ( )xxfy xx
′⋅′=′ ϕϕϕ . 

Примеры: 1) ( ) .2cos222cos,2sin xxxyxy =′⋅=′=  

                  2)  ,2tay = ( ) .ln22ln 22 aataay tt =′⋅⋅=′  
 

3. Таблица неопределенных интегралов. 
 

∫

∫

∫

∫
∫

+=

+=

+
+

=

+=

=⋅

+

cchxshxdx

cxdx
x

c
n
xdxx

cbxbdx

cdx

n
n

ln1
1

0

1
     

c
a

adxa

cedxe

cshxchxdx

cxxdx

cxxdx

x
x

xx

+=

+=

+=

+=

−=

∫

∫

∫
∫
∫

ln

sincos

|cossin
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