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Введение 
      
         Очень многие задачи механики и физики сводятся к дифференциаль-
ным уравнениям с частными производными. При этом оказывается, что 
одно и то же уравнение может описывать совершенно различные по своей 
природе явления и процессы. Поэтому для исследования широкого круга 
задач механики и физики требуется сравнительно небольшое число раз-
личных видов дифференциальных уравнений. Изучением таких уравнений 
и занимается раздел математики «Уравнения математической физики». 
 

§1. Основные понятия и определения 
       
         Уравнение, связывающее независимые переменные  1 2, ,..., nx x x , не-
известную функцию 1 2( , ,..., )nu u x x x=  и ее частные производные, называ-
ется дифференциальным уравнением с частными производными. Оно 
имеет вид 
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                                                  1 2 ... ,nk k k k= + + +  
где F - заданная функция своих переменных. 
         Порядок старшей производной k , входящей в уравнение (1.1), назы-
вается порядком уравнения. Например, уравнение второго порядка 
( 2)k =  с двумя независимыми переменными  ( 2)n =  имеет вид 
                                     ( , , , , , , , ) 0,x y xx xy yyF x y u u u u u u =                              (1.2) 
где приняты обозначения:     

2 2 2

1 2 2 2, , , , , , .x y xx xy yy
u u u u ux x x y u u u u u
x y x x y y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

≡ ≡ ≡ ≡ ≡ ≡ ≡
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

         Решением уравнения с частными производными (1.1) называется 
всякая функция  1 2( , ,..., )nu u x x x= , которая, будучи подставлена в уравне-
ние  (1.1) вместо неизвестной функции и ее частных производных, обраща-
ет это уравнение в тождество по независимым переменным. 
         Уравнение (1.2) называется линейным относительно старших про-
изводных, если оно имеет вид 
                  1( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , , , , ) 0,xx xy yy x yA x y u B x y u C x y u F x y u u u+ + + =  (1.3) 
где ( , ), ( , ), ( , )A x y B x y C x y −известные функции переменных , .x y  
         Если коэффициенты , ,A B C  зависят не только от x  и ,y но и от 

, , ,x yu u u  то такое уравнение называется квазилинейным. 



 4 

         Уравнение (1.2) называется линейным, если оно линейно как отно-
сительно старших производных , , ,xx xy yyu u u  так и относительно функции 

( , )u x y  и ее первых производных ,x yu u : 
( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )xx xy yy x yA x y u B x y u C x y u D x y u E x y u+ + + + +   

                                                                               ( , ) ( , ),G x y u f x y+ =       (1.4) 
где , , , , , ,A B C D E G f −известные функции переменных , .x y  
         Если ( , ) 0f x y = , то уравнение (1.4) называется однородным линей-
ным дифференциальным уравнением с частными производными второго 
порядка. 
         В рамках настоящего учебно-методического пособия мы ограничимся 
изучением линейных уравнений вида (1.4). Однако, и такие уравнения ока-
зываются еще довольно сложными для исследования и решения. Поэтому 
в дальнейшем, в основном, будут рассматриваться лишь различные част-
ные случаи уравнения (1.4), которые возникают при описании простейших 
задач механики и физики. 
  
§2. Основные дифференциальные уравнения математической физики. 

Постановка задач 
 
         Рассмотрим вопрос о том, как проводится исследование физических 
задач с помощью дифференциальных уравнений с частными производны-
ми.  Исходным моментом является то, что исследуется не сам реальный 
физический процесс, а некоторая его модель (идеальный процесс), от ко-
торой требуется, чтобы она сохраняла основные черты изучаемого процес-
са и в то же время была настолько простой, чтобы поддавалась изучению 
имеющимися математическими методами. 
         При исследовании идеального процесса можно выделить следующие 
основные моменты. 
         1. Выбирается величина u  (или несколько величин), характеризую-
щая процесс, которая обычно является функцией пространственных пере-
менных 1 2, ,..., nx x x  и времени t : 1 2( , ,..., , ).nu u x x x t=  
         2. На основании законов, которым подчиняется идеальный процесс, 
выводится дифференциальное уравнение с частными производными отно-
сительно функции   1 2( , ,..., , ).nu x x x t  
         3. Так как дифференциальное уравнение имеет бесчисленное множе-
ство решений, то его недостаточно для описания конкретного процесса. 
Поэтому выводятся еще некоторые дополнительные условия, характери-
зующие процесс. Такими дополнительными условиями чаще всего являют-
ся граничные условия, т.е. условия, заданные на границе рассматривае-
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мой среды, и начальные условия, относящиеся к моменту времени, с ко-
торого начинается процесс. 
         Совокупность дифференциального уравнения и дополнительных 
условий представляет собой математическую формулировку физической 
задачи и называется задачей математической физики. 
         То обстоятельство, что задача математической физики должна отра-
жать (хотя и приближенно) некоторый физический процесс, накладывает 
на нее ряд требований. А именно, задача считается поставленной кор-
ректно (правильно), если ее решение   1) существует, 2) единственно, 3) 
устойчиво, т.е. малые изменения любого из данных задачи вызывают ма-
лое изменение решения. Требование устойчивости необходимо по следу-
ющей причине. В данных любой конкретной задачи, полученных из опыта, 
всегда содержится некоторая погрешность и нужно, чтобы малая погреш-
ность в данных приводила к малой погрешности в решении. 
         Естественно, что основной проблемой теории «Уравнений математи-
ческой физики» является нахождение решения задачи математической фи-
зики в виде, удобном для практики. Зная это решение 

1 2( , ,..., , ),nu u x x x t=  можно получить количественную характеристику 
процесса в любой точке среды и в любой момент времени. В случае, когда 
решение невозможно найти в явном виде, первостепенное значение  при-
обретает  вопрос о его существовании. Очень важны также и вопросы 
единственности и устойчивости решения.  
         В настоящем пособии мы ограничимся лишь явным нахождением 
решений основных задач математической физики, с которыми познако-
мимся ниже на конкретных примерах.   
         2.1. Малые поперечные колебания струны.   Рассмотрим  натяну-
тую струну, закрепленную на концах. Предположим, что в исходном по-
ложении струна занимает отрезок [0, ]l  оси Ox .  Если ее    вывести из по-
ложения равновесия, то она будет совершать колебания. Дадим математи-
ческую формулировку этому процессу. Примем следующую модель стру-
ны: струна есть упругая, невесомая и абсолютно гибкая нить. Таким обра-
зом, мы пренебрегаем: а) толщиной струны, б) силами, возникающими при 
ее изгибании, в) силами тяжести. Оставляем только  силы натяжения T


,  

направленные   по касательной к струне и подчиненные закону Гука: 
натяжение струны пропорционально ее удлинению. 
         Величиной, характеризующей процесс колебания струны, является 
вектор смещения u  точек струны.  Предположим, что  1) смещения струны 
лежат в одной плоскости ( , )x u  и 2) вектор смещения u  перпендикулярен 
в любой момент к оси Ox  (поперечные колебания). Тогда процесс колеба-
ния будет характеризоваться  одной скалярной величиной ( , )u u x t= - от-
клонением от положения равновесия точки струны с абсциссой x  в момент 
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времени t . Будем рассматривать малые колебания, т.е. такие, при которых 
можно пренебрегать квадратом xu  по сравнению с единицей. 

 
         Выделим произвольный участок 1 2( , )x x струны (рис.1), который при 
колебании струны деформируется в участок 1 2M M . Длина дуги этого 
участка в момент времени t  равна  

2

1

2
2 11 .

x

x
x

s u dx x x∫= + ≈ −  

Следовательно, при наших предположениях удлинения струны не проис-
ходит и на основании закона Гука величина натяжения T в каждой точке 
струны не меняется со временем. Покажем также, что натяжение не зави-
сит и от x , т.е. 0( ) .T x T const= =  С этой целью найдем проекции сил 
натяжения, действующих на участок 1 2M M , на оси Ox  и Ou  (обозначим 
их OxT  и OuT ): 

1 1 1 2 2 2( ) ( )cos ( ), ( ) ( )cos ( ),Ox OxT x T x x T x T x xα α= − =  
                1 1 1 2 2 2( ) ( )sin ( ), ( ) ( )sin ( ),Ou OuT x T x x T x T x xα α= − =             (2.1) 

где ( )xα − угол между положительным направлением касательной к струне 
( , )u x t  в точке с абсциссой x  и положительным направлением оси Ox . 

Учитывая малость колебаний,  в соотношениях (2.1) sin ( ),cos ( )x xα α  
можно заменить следующими величинами 

    
2 2 2 2

1 1cos 1, sin .
1 1 1 1

x
x

x x

utg u
tg u tg u

αα α
α α

= = ≈ = = ≈
+ + + +

 (2.2) 

На участок 1 2M M  струны действуют силы натяжения, внешние силы и си-
лы инерции. На основании принципа Даламбера суммы проекций всех 
этих сил на оси Ox  и Ou  должны равняться нулю. Так как мы рассматри-
ваем только поперечные колебания, то силы инерции и внешние силы 
направлены параллельно оси Ou . Тогда с учетом соотношений (2.1), (2.2) 
получим 2 1( ) ( ) 0,T x T x− ≈  откуда в силу произвольности точек 1 2,x x  сле-
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дует, что натяжение не зависит от x , т.е. для всех значений x  и t :  
0( ) .T x T const≡ =  

         Теперь выведем уравнение колебаний струны. Для этого составим 
сумму проекций всех сил на ось Ou . С учетом сказанного выше сумму 
проекций на ось Ou  сил натяжения запишем в виде 

0 2 1[ ( , ) ( , )].x xY T u x t u x t= −  
Откуда, замечая, что 

2

1
2 1( , ) ( , ) ( , ) ,

x

x x xx
x

u x t u x t u x t dx∫− =  

получим 

                                                  
2

1
0 ( , ) .

x

xx
x

Y T u x t dx∫=                                       (2.3) 

Обозначим через ( , )p x t  внешнюю силу, действующую на струну парал-
лельно оси Ou  и рассчитанную на единицу длины. Тогда проекция на ось 
Ou  внешней силы, действующей на участок 1 2M M  струны, будет равна 

                                                    
2

1

( , ) .
x

x
p x t dx∫                                                (2.4) 

Пусть ( )xρ −линейная плотность струны. Тогда сила инерции участка 

1 2M M  струны будет равна 

                                              
2

1

( ) ( , ) .
x

tt
x

x u x t dxρ∫−                                         (2.5) 

Приравнивая к нулю сумму  проекций (2.3)-(2.5), получим 

                         
2

1
0[ ( , ) ( ) ( , ) ( , )] 0.

x

xx tt
x

T u x t x u x t p x t dxρ∫ − + =                    (2.6) 

Предположим теперь существование и непрерывность вторых производ-
ных ( , ), ( , )xx ttu x t u x t , а также считаем  функции ( ), ( , )x p x tρ  непрерывны-
ми. Тогда можно показать, что подынтегральное выражение в (2.6) есть 
тождественный нуль, т.е. имеем 

                                       0( ) ( , ).tt xxx u T u p x tρ = +                                    (2.7) 
Это и есть искомое уравнение колебаний струны.  
         В случае однородной струны ( )constρ =  уравнение (2.7) обычно за-
писывается в виде  

                                       2 ( , ),tt xxu a u f x t= +                                         (2.8) 
где 2

0 / , ( , ) / .a T f p x tρ ρ= =  
         Уравнение (2.8) при ( , ) 0f x t ≠  называется уравнением вынужден-
ных колебаний струны. При ( , ) 0f x t ≡  (внешняя сила отсутствует) полу-
чаем уравнение свободных колебаний струны: 
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                                                   2
tt xxu a u= .                                            (2.9) 

         Сформулируем теперь  основные дополнительные условия. 
         1) Концы струны, имеющие абсциссы 0x =  и x l= , перемещаются 
по заданному закону: 

                                1 2(0, ) ( ), ( , ) ( ).u t t u l t tµ µ= =                             (2.10) 
         Если концы струны жестко закреплены, то  

                                       (0, ) 0, ( , ) 0.u t u l t= =                                    (2.11) 
         2) К концам струны приложены заданные силы: 

                               1 2(0, ) ( ), ( , ) ( ).x xu t t u l t tν ν= =                             (2.12) 
         Если концы струны свободны, то  

                                      (0, ) 0, ( , ) 0.x xu t u l t= =                                  (2.13) 
         3) Концы струны упруго закреплены: 

              1 1 2 2(0, ) (0, ) ( ), ( , ) ( , ) ( ).x xu t h u t t u l t h u l t tω ω− = + =           (2.14) 
В соотношениях (2.10), (2.12), (2.14) справа стоят известные функции, а 

1 2,h h  в (2.14) - известные положительные постоянные. 
         Условия (2.10)- (2.14) называются краевыми или граничными 
условиями. Возможны и другие комбинации граничных условий. Напри-
мер, один конец струны может перемещаться по заданному закону, а дру-
гой конец струны может быть свободным и т.д. 
         Очевидно, что процесс колебаний будет существенно зависеть также 
от того, каким способом струна выводится из равновесия. Предположим, 
что  в начальный момент времени 0t =  всем точкам струны сообщаются 
некоторые смещения и скорости. Это приводит к следующим условиям: 
                          ( ,0) ( ), ( ,0) ( ), 0 ,tu x x u x x x lϕ ψ= = ≤ ≤                       (2.15) 
где ( )xϕ  и ( )xψ −заданные функции, выражающие соответственно сме-
щения и скорости точек струны в начальный момент времени. 
         Условия (2.15) называются начальными условиями, а функции 

( ), ( )x xϕ ψ - начальными данными.  
         Таким образом, физическая задача о колебаниях струны свелась к 
следующей математической задаче: 
         найти такое решение уравнения (2.7), которое удовлетворяет одно-
му из граничных условий  (2.10)- (2.14) и начальным условиям (2.15). 
         Эта задача называется смешанной задачей, так как включает в себя и 
граничные, и начальные условия. 
         Для уравнения (2.7) может быть поставлена и другая задача. Пусть 
струна достаточно длинная и нас интересует колебание ее точек, достаточ-
но удаленных от концов, причем в течение малого промежутка времени. В 
этом случае режим на концах не будет оказывать существенного влияния и 
поэтому его не учитывают; струну же при этом считают бесконечной. За-
дача ставится так: 
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         найти решение уравнения (2.7) при , 0x t−∞ < < ∞ >  так, чтобы 
оно удовлетворяло начальным условиям  
                       ( ,0) ( ), ( ,0) ( ), .tu x x u x x xϕ ψ= = −∞ < < ∞                    (2.16) 
         Задача (2.7), (2.16)  называется задачей Коши. 
         Уравнение (2.7) описывает колебательные процессы одномерного те-
ла. В трехмерном случае многие колебательные процессы приводят к вол-
новому уравнению  
                                 2 ( ) ( , , , ).tt xx yy zzu a u u u f x y z t= + + +                        (2.17) 
Например, к уравнению (2.17) приводят следующие процессы: малые 
упругие колебания твердых тел, звуковые колебания, электромагнитные 
колебания. 
         Уравнение (2.7) является частным случаем уравнения (2.17). Другим 
частным случаем является уравнение колебаний мембраны 

                                      2 ( ) ( , , ).tt xx yyu a u u f x y t= + +                             (2.18)       
К уравнению (2.18) приводят задачи о колебаниях двумерных тел, в част-
ности, задача о малых колебаниях мембраны - свободно изгибающейся 
упругой пленки. 
         2.2. Распространение тепла в изотропном твердом теле.  Рассмот-
рим задачу о распространении тепла в неравномерно нагретом твердом те-
ле. За величину, характеризующую процесс, возьмем температуру 

( , , , ).u u x y z t=  Примем следующую модель процесса: происходит механи-
ческий перенос тепла из мест с более высокой температурой в места с бо-
лее низкой температурой; все тепло идет на изменение температуры тела; 
свойства тела от температуры не зависят. 
         Воспользуемся следующими законами. 
         1) Закон Фурье: количество тепла 1dQ , проходящее через элементар-
ную площадку dS  внутри тела в направлении нормали n  к этой площадке 
за время dt , равно 

                                                  1
udQ k dSdt
n
∂

= −
∂

,                                     (2.19) 

где 0k > - коэффициент внутренней теплопроводности. Будем считать, что 
тело изотропно в отношении теплопроводности, т.е. k  зависит только от 
точки ( , , )x y z  тела и не зависит от направления нормали n : ( , , ).k k x y z=  
         2) Количество тепла  2dQ , которое получает элементарный объем dV  
за время 2 1t t t= − , связано с изменением температуры соотношением 
 
                              2 2 1[ ( , , , ) ( , , , )] ,dQ c u x y z t u x y z t dVρ= −                       (2.20) 
где ,c ρ - удельная теплоемкость и плотность вещества. 
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         Кроме того, нам понадобится формула Остроградского. Пусть V - не-
которое тело, ограниченное кусочно-гладкой поверхностью S , а 

( , , ), ( , , ), ( , , )P x y z Q x y z R x y z − некоторые функции, непрерывные в V S+  
и имеющие непрерывные первые производные в V . Тогда 
 
   ( ) [ cos( , ) cos( , ) cos( , )] ,x y z

V S
P Q R dV P x Q y R z dSν ν ν∫∫∫ ∫∫+ + = − + +    (2.21) 

где ν - внутренняя нормаль к поверхности S . 
         Перейдем к выводу уравнения. Выделим внутри рассматриваемого 
тела T  произвольный объем V , ограниченный поверхностью .S  В силу 
формулы (2.19) через поверхность S  за промежуток 2 1t t−  объем V полу-
чит (или потеряет) количество тепла, равное 

                                               
2

1
1 .

t

t S

uQ dt k dS
ν

∫ ∫∫
∂

= −
∂

                                     (2.22) 

Пусть внутри тела имеются источники тепла. Обозначим через ( , , , )F x y z t  
плотность этих источников, т.е. количество тепла, выделяемого (или по-
глощаемого) в единицу времени в единице объема. Тогда количество теп-
ла, выделяемого (или поглощаемого) в объеме V  за время 2 1t t− , будет 
равно 

                                           
2

1
3 ( , , , ) .

t

t V
Q dt F x y z t dV∫ ∫∫∫=                                (2.23) 

Все тепло 1 3Q Q+  пойдет на изменение температуры объема V . Поэтому с 
учетом (2.20) может быть записано в виде 

                                       
2

1
1 3 2 ,

t

t
t V

Q Q Q dt c u dtρ∫ ∫∫∫+ = =                                (2.24) 

при этом нами использовано равенство 
2

1
2 1( , , , ) ( , , , ) .

t

t
t

u x y z t u x y z t u dt∫− =  

Полагая в (2.21) , ,x y zP ku Q ku R ku= = = , получаем 
   {( ) ( ) ( ) } [ cos( , ) cos( , )x x y y z z x y

V S
ku ku ku dV k u x u yν ν∫∫∫ ∫∫+ + = − + +  

                                                         cos( , )] .z
S

uu z dS k dSν
ν

∫∫
∂

+ = −
∂

         (2.25) 

С помощью (2.25) выражение (2.22) для 1Q  можно представить в виде 

                          
2

1
1 {( ) ( ) ( ) } .

t

x x y y z z
t V

Q dt ku ku ku dV∫ ∫∫∫= + +                       (2.26) 

Если теперь (2.26) и (2.23) подставить в (2.24), то получим 
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2

1

{ ( ) ( ) ( ) ( , , , )} 0,
t

t x x y y z z
t V

dt c u ku ku ku F x y z t dVρ∫ ∫∫∫ − − − − =  

откуда 
                   ( ) ( ) ( ) ( , , , ).t x x y y z zc u ku ku ku F x y z tρ = + + +                      (2.27) 

Уравнение (2.27) называется уравнением теплопроводности. 
         Если тело однородно, то , ,c kρ −постоянные, и уравнение (2.27) 
примет вид 

                                2 ( ) ( , , , ),t xx yy zzu a u u u f x y z t= + + +                       (2.28) 

где 2 /( ), /( ).a k c f F cρ ρ= =  
         Если в теле нет источников тепла, т.е. 0F ≡ , то из (2.28) получаем 
однородное уравнение теплопроводности  
                                            2 ( ).t xx yy zzu a u u u= + +                                  (2.29) 

         В случае двумерного тела, например, при распространении тепла в 
очень тонкой однородной пластинке, уравнение (2.28) переходит в  

                                        2 ( ) ( , , ).t xx yyu a u u f x y t= + +                           (2.30) 
Для одномерного тела – тонкого стержня – уравнение (2.28) примет вид 
                                                  2 ( , ).t xxu a u f x t= +                                  (2.31) 

При этом предполагается, что грани пластинки и боковая поверхность 
стержня теплоизолированы. 
         Рассмотрим теперь дополнительные условия. Из физических сообра-
жений следует, что для однозначного определения температуры необхо-
димо знать распределение температуры в начальный момент и тепловой 
режим на границе S  тела. Основными видами тепловых режимов являют-
ся следующие режимы. 
         1) На границе поддерживается определенная температура: 
                                                        1| ( , ),Su f P t=                                        (2.32) 
где 1( , )f P t −известная функция точки P S∈  и времени t . 
         2) Через границу S  подается определенный тепловой поток: 

                                                 2| ( , ),S
u f P t
n
∂

=
∂

                                           (2.33) 

где 2
( , )( , ) ; ( , )q P tf P t q P t
k

= −плотность теплового потока, т.е. количе-

ство тепла, которое получает в единицу времени единица площади поверх-
ности ;S   n − внешняя нормаль    к S ; k −коэффициент внутренней тепло-
проводности. 
         В частности, если поверхность S  теплоизолирована, то 
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| 0.S
u
n
∂

=
∂

                                      

         3) Происходит теплообмен между телом и  внешней средой, темпера-
тура которой известна, по закону Ньютона: плотность теплового потока, 
получаемого телом из внешней среды, равна 

0( , ) ( ),q P t H u u= −  
где 0u − температура внешней среды, H − коэффициент теплообмена. 
В этом случае имеем граничное условие 

                                          3( ) | ( , ),S
u hu f P t
n
∂

+ =
∂

                                      (2.34)    

где 3 0/ , .h H k f hu= =  
         Начальное условие для уравнения теплопроводности (2.27) имеет 
вид: 
                                            ( , , ,0) ( , , ),u x y z x y zϕ=                                   (2.35) 
где ( , , )x y zϕ − заданная функция – температура в начальный момент вре-
мени 0t =  в любой точке ( , , )x y z  тела. 
         Таким образом, мы приходим к задаче: найти решение уравнения 
теплопроводности (2.27), удовлетворяющее начальному условию (2.35) и 
либо условию (2.32) (первая начально-краевая задача), либо условию (2.33) 
(вторая начально-краевая задача), либо условию (2.34) (третья началь-
но-краевая задача). Совершенно аналогично ставятся задачи в двумерном 
и одномерном случаях, т.е. для уравнений (2.30), (2.31). Для уравнений 
(2.27), (2.30),(2.31) можно ставить также  и задачу Коши, т.е. задачу без 
граничных условий. 
         Отметим, что к уравнению (2.27), помимо задачи о распространении 
тепла, приводятся и другие физические задачи: диффузия в жидкостях и 
газах, движение вязкой жидкости и др. 
         2.3. Установившаяся температура в однородном теле. Рассмотрим 
частный случай задачи о распространении тепла в однородном теле, когда 
температура u  не меняется со временем (установившаяся или стационар-
ная температура): ( , , ).u u x y z=  Так как в этом случае 0,tu ≡  то уравнение  
(2.28) примет вид 
                                        ( , , ),xx yy zzu u u u x y z∆ ≡ + + = Φ                         (2.36) 

где 2( , , ) ( , , ) / .x y z f x y z aΦ = −  
         При отсутствии тепловых источников внутри тела ( ( , , ) 0f x y z ≡ )  
уравнение (2.36) переходит в уравнение 
                                                  0.xx yy zzu u u u∆ ≡ + + =                             (2.37) 
Уравнение (2.36) называется уравнением Пуассона, уравнение (2.37) – 
уравнением Лапласа, оператор u∆ - оператором Лапласа. 
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         Для однозначного определения температуры ( , , )u x y z  теперь не надо 
задавать начальное ее распределение, а достаточно знать лишь тепловой 
режим на границе S  тела.  В результате приходим к следующим задачам: 
внутри поверхности S найти решение уравнения (2.36) или (2.37), удовле-
творяющее на границе S  тела либо условию (2.32) (задача Дирихле), либо 
условию (2.33) (задача Неймана), либо условию (2.34) (третья краевая 
задача или задача с косой производной). 
         Совершенно  аналогично получаем  двумерные уравнения Пуассона и 
Лапласа: 
                            ( , ), 0.xx yy xx yyu u u x y u u u∆ ≡ + = Φ ∆ ≡ + =               (2.38) 
Граничные условия для этих уравнений задаются на замкнутой  плоской 
кривой. 
         К граничным задачам для уравнений Пуассона и Лапласа, помимо за-
дачи об установившейся температуре, приводятся многие стационарные 
задачи из электростатики, магнитостатики, гидродинамики и других разде-
лов естествознания. 
 

§3. Классификация и приведение к каноническому виду уравнений с 
частными производными второго порядка с двумя независимыми пе-

ременными 
 

         Рассмотренные в §2 волновое уравнение, уравнение теплопроводно-
сти  и уравнение Лапласа существенно отличаются друг от друга. Это от-
личие заключается и в их физической природе, и в постановке задач, и как 
увидим ниже, в методах их исследования. Оказывается, что эти уравнения 
являются представителями трех различных классов, на которые можно 
разбить большую часть всех уравнений с частными производными второго 
порядка, линейных относительно вторых производных. Настоящий пара-
граф и будет посвящен этой классификации, при этом мы ограничимся 
случаем двух независимых переменных. 
         Итак, рассмотрим уравнение (1.3) в некоторой области 0G  плоскости 
переменных ,x y . Предположим, что коэффициенты уравнения (1.3) 

( , ), ( , ), ( , )A x y B x y C x y  имеют производные до второго порядка включи-
тельно, непрерывные в области 0G ; 1F  - непрерывная функция своих аргу-
ментов. Поставим перед собой задачу: с помощью замены независимых 
переменных ,x y  привести уравнение (1.3) к наиболее простому виду. 
         Введем новые переменные: 
                                       ( , ), ( , ).x y x yα α β β= =                                     (3.1) 
От функций  (3.1) потребуем, чтобы они были дважды непрерывно диффе-
ренцируемыми и чтобы якобиан 
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( , ) 0
( , )

x y

x y

D
D x y

α αα β
β β

= ≠                                       (3.2) 

в рассматриваемой области 0G . Как известно, условие (3.2) является необ-
ходимым и достаточным для существования  обратного преобразования 
                                           ( , ), ( , ).x x y yα β α β= =                                    (3.3) 
Преобразования (3.3) позволяют выразить производные в уравнении (1.3) 
через производные функции ( , )u α β  по новым переменным ,α β . Исполь-
зуя формулы дифференцирования сложных функций нескольких перемен-
ных, получаем 

, ,x x x y y yu u u u u uα β α βα β α β= + = +  
2 22 ,xx x x x x xx xxu u u u u uαα αβ ββ α βα α β β α β= + + + +  

             ( ) ,xy x y x y y x x y xy xyu u u u u uαα αβ ββ α βα α α β α β β β α β= + + + + +   (3.4) 
2 22 .yy y y y y yy yyu u u u u uαα αβ ββ α βα α β β α β= + + + +  

Подставляя значения производных из (3.4) в  (1.3), приходим к уравнению 
                      12 ( , , , , ) 0,Au Bu Cu F u u uαα αβ ββ α βα β+ + + =                   (3.5) 

где 
2 2( , ) 2 ,x x y yA A B Cα β α α α α= + +  

                                  2 2( , ) 2 ,x x y yC A B Cα β β β β β= + +                            (3.6) 

( , ) ( ) ;x x x y y x y yB A B Cα β α β α β α β α β= + + +  
явное выражение 1F  нас не интересует. 
         Функции ( , ), ( , )x y x yα β  найдем так, чтобы обратить некоторые из 
коэффициентов , ,A C B  в нуль. Из соотношений (3.6) видно, что вопрос об 
обращении в нуль A  и C  эквивалентен вопросу разрешимости дифферен-
циального уравнения первого порядка  вида 
                                           2 22 0x x y yAz Bz z Cz+ + =                                     (3.7) 

относительно неизвестной функции ( , ).z x y  Поделив уравнение (3.7) на 2
yz  

и решая его затем как квадратное уравнение относительно x

y

z
z

, для опреде-

ления функции ( , )z x y  получим два линейных уравнения с частными про-
изводными первого порядка вида 

2( ) 0,x yAz B B AC z+ − − =  

                                        2( ) 0.x yAz B B AC z+ + − =                               (3.8) 
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Уравнения (3.8)  решаются с помощью системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, которые в нашем случае имеют вид 

2 2
, ,dx dy dx dy

A AB B AC B B AC
= =

− − + −
 

или  
2( ) 0,Ady B B AC dx− − − =  
2( ) 0.Ady B B AC dx− + − =  

Эти уравнения, в свою очередь, могут быть записаны в виде одного урав-
нения  
                                     2 2( ) 2 ( ) 0.A dy Bdxdy C dx− + =                               (3.9) 
Уравнение (3.9) называется характеристическим уравнением для (1.3). 

Пусть  
                                        1 2( , ) , ( , )x y c x y cϕ ψ= =                                      (3.10) 
- общие решения уравнения (3.9). Кривые (3.10) называются характери-
стиками уравнения (1.3).  
         Поведение общих решений (3.10), а следовательно, и искомый про-
стейший вид уравнения (1.3), зависит от знака дискриминанта 

2 .B ACδ = −  Нетрудно проверить, что 

                                    
2

2 2 ( ,( ) ,
( , )

DB AC B AC
D x y
α β 

− = −  
 

                        (3.11) 

следовательно, знак δ  не меняется при преобразованиях независимых пе-
ременных. В связи с этим классификация уравнений вида (1.3) произво-
дится по знаку δ . 
         Уравнение (1.3) называется в некоторой точке 0 0( , )x y  области 0G  
уравнением 
      - гиперболического типа, если 0 0( , ) 0;x yδ >  
      - эллиптического типа, если 0 0( , ) 0;x yδ <  
      - параболического типа, если 0 0( , ) 0.x yδ =  
         Если в некоторой области 1 0G G⊂  дискриминант 

( , ) 0, ( , ) 0x y x yδ δ> <   или 0δ ≡  в 1G , то уравнение (1.3) называется 
соответственно уравнением гиперболического, эллиптического и пара-
болического типа в области 1G . 
         В приложениях встречаются такие уравнения, у которых ( , )x yδ  не 
сохраняет знака во всей рассматриваемой области. Это – так называемые 
вырождающиеся уравнения и уравнения смешанного типа. Мы ими 
заниматься не будем. 
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         Вернемся теперь к задаче упрощения уравнения (1.3), причем каждый 
тип будем рассматривать в отдельности. 
         1. 2 0.B ACδ = − >  Характеристическое уравнение (3.9) имеет два 
вещественных и различных общих решения (3.10). За новые переменные  

,α β  возьмем 
                                       ( , ), ( , ).x y x yα ϕ β ψ= =                                    (3.12) 

Так как  функции ( , ), ( , )x y x yϕ ψ  удовлетворяют уравнению (3.7), то из 
(3.6) получим 0.A C= ≡  Из (3.11) следует 0.B ≠  Разделив уравнение (3.5) 
на 2B , будем иметь: 
                                          1( , , , , ),u u u uαβ α βα β= Φ                                   (3.13) 
где 1 1 /(2 ).F BΦ = −  
         (3.13) есть канонический вид уравнения гиперболического типа.  
         2. 2 0.B ACδ = − =  В этом случае общие решения уравнения (3.9) 
вещественны и совпадают. Положим 

( , )x yα ϕ= , 
а за ( , )x yβ  возьмем любую дважды непрерывно дифференцируемую 

функцию, для которой якобиан 
( , ) 0.
( , )

D
D x y
ϕ β

≠  Тогда из (3.6) следует 0.A ≡  

Так как 0δ = , то из (3.11) будем иметь 0.B ≡  Нетрудно показать, что 
0.C ≠  Поделив теперь уравнение (3.5) на C , получим  

                                         2 ( , , , , ),u u u uββ α βα β= Φ                                    (3.14) 
где 2 1 / .F CΦ = −  
         (3.14) есть канонический вид уравнения параболического типа. 
         3. 2 0.B ACδ = − <  В этом случае общие решения (3.10)  характери-
стического  уравнения  (3.9) являются комплексными величинами. Пусть 

1 2 1( , ) ( , ) ( , )x y x y i x y cϕ ϕ ϕ≡ + =   
- одно из решений (3.10); другое решение будет комплексно сопряженным 
с указанным. За новые переменные ,α β  возьмем 

1 2( , ), ( , ).x y x yα ϕ β ϕ= =  
Подставляя в уравнение  (3.7) его решение iϕ α β= + , получаем 

2 2( ) 2 ( )( ) ( ) 0,x x x x y y y yA i B i i C iα β α β α β α β+ + + + + + ≡  
откуда, разделяя вещественную и мнимую части, будем иметь: 

2 2 2 22 2 ,x x y y x x y yA B C A B Cα α α α β β β β+ + = + +  
( ) 0.x x x y y x y yA B Cα β α β α β α β+ + + =  

Если учесть соотношения  (3.6), то видно, что , 0.A C B= =  Из  (3.11) сле-
дует 0.A ≠  Поделив теперь уравнение (3.5) на A , получим 
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                           3 3 1( , , , , ), / .u u u u u F Aαα ββ α βα β+ = Φ Φ = −              (3.15) 
(3.15) есть канонический вид уравнения эллиптического типа.  
         Отметим, что рассмотренные в §2 уравнения колебаний струны  (2.8), 
теплопроводности (2.31), Лапласа (2.38)  принадлежат соответственно ги-
перболическому, параболическому и эллиптическому типу. 
         Отметим  также, что классификация дифференциальных уравнений с 
частными производными производится и в случае, когда число независи-
мых переменных больше двух [1]. Волновое уравнение  (2.17), уравнения 
теплопроводности (2.29) и Лапласа (2.37) принадлежат соответственно ги-
перболическому, параболическому и эллиптическому типу. 
 
         Пример 3.1. Определить тип уравнения  

4 3 3 6 0xx xy yy x yu u u u u+ + + + =  
и привести его к каноническому виду. 
         Решение. Так как  1, 2, 3A B C= = =  и  2( , ) 2 1 3 1 0x yδ = − ⋅ = > , то 
данное уравнение гиперболического типа. Приведем его к каноническому 
виду. В соответствии с (3.9) составим характеристическое уравнение 

2 2( ) 4 3( ) 0.dy dx dy dx− ⋅ + =  
Решаем его. Получаем 

2
24 3 0 2 2 1 3 2 1.dy dy dy

dx dx dx
  − + = ⇒ = ± − ⋅ = ± 
 

 

Следовательно, уравнение имеет характеристики 
1 23 , .y x c y x c− = − = Поэтому в соответствии с (3.12) положим 

3 , .y x y xα β= − = −  
Так как   3, 1, 1;x x y yα β α β= − = − = =  вторые производные функций ,α β  
равны нулю, то с помощью формул (3.4) получаем 

3 , , 9 6 ,x y xxu u u u u u u u u uα β α β αα αβ ββ= − − = + = + +  
3 4 , 2 .xy yyu u u u u u u uαα αβ ββ αα αβ ββ= − − − = + +  

Эти выражения производных подставим в исходное уравнение: 
(9 6 4 ) 4( 3 4 ) 3( 2 )u u u u u u u u uαα αβ ββ αα αβ ββ αα αβ ββ+ + + − − − + + + +  

3( 3 ) 6( ) 0,u u u uα β α β+ − − + + =  
откуда, раскрывая скобки и приводя подобные слагаемые, получаем кано-
нический вид уравнения    4 3 3 0u u uαβ α β+ − = . 
         Пример 3.2. Определить тип уравнения 

2 2
2 2 0xx yy y x

x yy u x u u u
y x

+ − − =  

и привести его к каноническому виду. 
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         Решение. Так как  2 2, 0,A y B C x= = =  и  
2 2 2 2( , ) 0 ( ) 0x y y x xyδ = − ⋅ = − <  во всех точках, не лежащих на прямых 

0x =  или 0y = , то в любом открытом квадранте данное уравнение  имеет 
эллиптический тип. Приведем его к каноническому виду. В соответствии с 
(3.9) составим характеристическое уравнение 

2 2 2 2( ) ( ) 0.y dy x dx+ =  
Решаем его. Имеем: 

( ) ( ) 0 0, 0.ydy ixdx ydy ixdx ydy ixdx ydy ixdx+ ⋅ − = ⇒ + = − =  
Следовательно, уравнение имеет комплексно сопряженные характеристики 

2 2 .y ix c± =  Поэтому  полагаем 
2 2, .y xα β= =  

Так как   0, 2 , 2 , 0, 0, 2, 2,x x y y xx xy yy xxx yα β α β α α α β= = = = = = = =  
0,xy yyβ β= =  то с помощью формул (3.4) находим 

2 22 , 2 , 4 2 , 4 2 .x y xx yyu u x u u y u u x u u u y uβ α ββ β αα α= ⋅ = ⋅ = ⋅ + = ⋅ +  
Подставив эти значения  в исходное уравнение, получим 

2 2
2 2 2 2(4 2 ) (4 2 ) 2 2 0,x yy x u u x y u u yu xu

y xββ β αα α α β+ + + − ⋅ − ⋅ =  

т.е.  2 24 ( ) 0.x y u uαα ββ+ =  Сокращая на 2 24 0,x y ≠  приходим к уравнению 
канонического вида  0.u uαα ββ+ =  
         Пример 3.3. Определить тип уравнения 

2 22 0xx xy yyx u xyu y u+ + =  
и привести его к каноническому виду. 
         Решение. Так  как  2 2, ,A x B xy C y= = =   и  2 2 2( ) 0xy x yδ = − ⋅ = , 
то уравнение параболического типа. Приведем его к каноническому виду. 
Составим характеристическое уравнение 

2 2 2 2( ) 2 ( ) 0.x dy xydxdy y dx− + =  
 Левая часть этого уравнения есть полный квадрат: 2( ) 0xdy ydx− = , отку-

да 0.xdy ydx− =   Это есть уравнение с разделяющимися переменными. 

Решаем   его:  ln ln ln .dy dx yy x c c
y x x
= ⇒ = + ⇒ =  

Итак, характеристическое уравнение имеет одно семейство действитель-
ных характеристик. Положим  

y
x

α = , 
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 а за ( , )x yβ  в соответствии с вышесказанным  возьмем любую дважды не- 
прерывно дифференцируемую функцию, для которой якобиан 

( , ) 0.
( , )

D
D x y
α β

≠    Например, пусть .xβ =  Тогда 

2
1

( , ) 1 0.
( , ) 1 0

x y

x y

y
D

x x
D x y x

α αα β
β β

−
= = = − ≠  

Так  как  

2 3 2
1 2 1, , 1, 0, , ,x y x y xx xy yy xx

y y
x x x x

α α β β α α α β= − = = = = = − = =  

0,xy yyβ β= = =  то подставляя эти значения производных в (3.4), получаем 
2

4 3 3
2 2 ,xx

y y yu u u u u
x x xαα αβ ββ α= − + +  

3 2 2
1 1 1, .xy yy

yu u u u u u
x x x xαα αβ α αα= − + − =  

Теперь эти выражения производных , ,xx xy yyu u u  внесем в исходное уравне-
ние. Получим 

2
2

4 3 3 3 2
2 2 1 1( ) 2 ( )y y y yx u u u u xy u u u

x x x x x xαα αβ ββ α αα αβ α− + + + − + − +  

2
2

1 0,y u
x αα+ ⋅ =  

откуда  2 0.x uββ =  Сократив на 2 0x ≠ , получим канонический вид задан-
ного уравнения: 0.uββ =  

 
Задачи 

         Определить тип уравнений и привести их к каноническому виду. 
     3.1.   5 4 0.xx xy yyu u u+ + =   
 Ответ: гиперболический, 0.uαβ =  
     3.2.   4 4 3 6 0.xx xy yy x yu u u u u+ + + + =  
Ответ: параболический, 2 , , 3 0.x y x u uββ βα β= − = + =  
    3.3.    6 13 0.xx xy yyu u u− + =  
Ответ: эллиптический, 0.u uαα ββ+ =  

    3.4.   22sin cos cos 0.xx xy yy yu x u x u x u− ⋅ − ⋅ − ⋅ =  
Ответ: гиперболический,  0.uαβ =  
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    3.5.   22 2 0.xx xy yy yu xu x u u− + − =  

Ответ: параболический,  
2

, , 0.
2
xy x u uββ αα β= + = − =  

    3.6.    4 3 2 6 0.xx xy yy x yu u u u u− + − + =  
Ответ: гиперболический,  0.u uαβ α− =  

    3.7.    22 cos ( ) 0.xx xy yy x yu u x u ctgx u u+ + ⋅ − ⋅ + =  
Ответ:  гиперболический,   0.uαβ =  
    3.8.    2 3 15 0.xx xy yy x yu u u u u+ − − − =  
Ответ: гиперболический,    2 0.u u uαβ α β+ + =  

    3.9.   2 2 2(1 ) 2 (1 ) 0.xx yy xx u u x x u+ + + + =  
Ответ:   эллиптический,    0.u uαα ββ+ =  
    3.10.   6 9 2 0.xx xy yy x yu u u u u− + − + =  
Ответ:  параболический,    3 , , 0.y x x u u uββ α βα β= + = − − =  
 
§4. Нахождение общих решений  некоторых дифференциальных урав-

нений с частными производными 
 

         Как известно,  общее решение  обыкновенного дифференциального 
уравнения n −го порядка  представляется функцией от независимой пере-
менной x  и n  произвольных постоянных интегрирования 1 2, ,..., nc c c : 
                                                1 2( , , ,..., ).ny x c c cϕ=                                      (4.1) 
Зная это общее решение, можно решить ту или иную задачу, например, за-
дачу Коши, определяя соответствующим образом постоянные 1 2, ,..., nc c c .  
         Для дифференциальных уравнений с частными производными невоз-
можно указать единого вида общего решения, аналогичного (4.1), но мож-
но находить его в отдельных частных случаях  путем непосредственного 
интегрирования  их канонических форм. Этот факт мы проиллюстрируем 
на некоторых примерах уравнений. 
         Пример 4.1.   Найти общее решение уравнения колебаний струны    
                                                       2 .tt xxu a u=                                                (4.2) 
         Решение. Сначала приведем его к каноническому виду. Характери-
стическое уравнение (3.9) в нашем случае имеет вид: 

2 2 2( ) ( ) 0,dx a dt− =  
а его общие решения -     
                                                  1 2, .x at c x at c− = + =  
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Следовательно, в соответствии с  (3.12) за новые переменные ,α β  берем 
                                            , .x at x atα β= − = +                                     (4.3) 
Так как  

1, , 1, , 0,x t x t xx tt xt xx tt xta aα α β β α α α β β β= = − = = = = = = = ≡  
то из формул (3.4)  получим 

, 2 ,x xxu u u u u u uα β αα αβ ββ= + = + +  
2 2 2( ) , 2 .t ttu u a u a u u a u a u aα β αα αβ ββ= − + = − +  

Подставив эти значения ,xx ttu u  в уравнение (4.2), получим канонический 
вид уравнения колебаний струны 
                                                     0.uαβ =                                                     (4.4)   

Найдем общее решение уравнения (4.4). Обозначим 
                                                         .u vβ =                                                    (4.5) 
Тогда уравнение (4.4) примет вид 
                                                         0.vα =                                                    (4.6) 
Уравнению (4.6) удовлетворяет любая функция, не зависящая от α . Сле-
довательно, 
                                                   ( ),v f β=                                                   (4.7) 

где ( )f β −произвольная функция переменной β . Подставляя (4.7) в (4.5), 
имеем 

                                               ( , ) ( ).u fβ α β β=                                          (4.8) 
 
Проинтегрируем уравнение (4.8) по переменной β , рассматривая α  как 
параметр и беря постоянную интегрирования в виде произвольной функ-
ции этого параметра. В результате получим 

1( , ) ( ) ( ),u f d fα β β β α∫= +  
где 1( )f α −произвольная функция α . Обозначив 2( ) ( ),f d fβ β β∫ =  окон-
чательно получим 

1 2( , ) ( ) ( ).u f fα β α β= +  
 Возвращаясь к старым переменным ,x t  с помощью соотношений (4.3), 
будем иметь 
                                        1 2( , ) ( ) ( ).u x t f x at f x at= − + +                             (4.9) 
         Нетрудно проверить, что функция (4.9) есть решение уравнения (4.2), 
если 1f  и 2f  - произвольные дважды непрерывно дифференцируемые 
функции. 
         Выражение (4.9) является общим решением уравнения свободных 
колебаний струны (4.2). 
         Пример 4.2. Найти общее решение уравнения  
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2 15 0xx xy yyu u u+ − = . 
         Решение. Сначала приведем его к каноническому виду. Составим ха- 
рактеристическое уравнение и решаем его: 

2
2 2( ) 2 15( ) 0 2 15 0 1 4dy dy dydy dxdy dx

dx dx dx
 − − = ⇒ − − = ⇒ = ± ⇒ 
 

 

1 25 , 3y x c y x c⇒ − = + = − характеристики уравнения. 
Следовательно, в соответствии с  (3.12) за новые переменные ,α β  берем 
                                            5 , 3 .y x y xα β= − = +                                      
Так как  

5, 3, 1, 0,x x y y xx yy xy xx yy xyα β α β α α α β β β= − = = = = = = = = ≡  
то из формул (3.4)  получим 

( 5) 3, , 25 30 9 ,x y xxu u u u u u u u u uα β α β αα αβ ββ= ⋅ − + ⋅ = + = − +  
5 2 3 , 2 .xy yyu u u u u u u uαα αβ ββ αα αβ ββ= − − + = + +  

Подставим эти значения , ,xx xy yyu u u  в уравнение: 
25 30 9 2( 5 2 3 ) 15( 2 ) 0,u u u u u u u u uαα αβ ββ αα αβ ββ αα αβ ββ− + + − − + − + + =  
откуда получим его канонический вид:  0,uαβ =  общее решение которого 
дается формулой (см. пример 4.1)     1 2( , ) ( ) ( ).u f fα β α β= +  Возвращаясь 
к старым переменным ,x y , получаем окончательно  

1 2( , ) ( 5 ) ( 3 ),u x y f y x f y x= − + +  
где 1f  и 2f  - произвольные дважды непрерывно дифференцируемые функ-
ции. 
         Пример 4.3. Найти общее решение уравнения  

2 5 0.xx xy yyu u u+ + =  
         Решение. Составим характеристическое уравнение и решаем его: 

2
2 2( ) 2 5( ) 0 2 5 0 1 2dy dy dydy dxdy dx i

dx dx dx
 − + = ⇒ − + = ⇒ = ± ⇒ 
 

 

2y x xi c⇒ − ± = − комплексно сопряженные характеристики уравнения. 
Поэтому  за новые переменные ,α β  берем 
                                            , 2 .y x xα β= − =                                      
Так как  

1, 2, 1, 0, 0,x x y y xx yy xy xx yy xyα β α β α α α β β β= − = = = = = = = = ≡  
то из формул (3.4)  получим 

( 1) 2, , 4 4 ,x y xxu u u u u u u u uα β α αα αβ ββ= ⋅ − + ⋅ = = − +  
2 , .xy yyu u u u uαα αβ αα= − + =  
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Подставим эти значения , ,xx xy yyu u u  в уравнение: 
4 4 2( 2 ) 5 0,u u u u u uαα αβ ββ αα αβ αα− + + − + + =  

откуда получим его канонический вид:  0u uαα ββ+ = −  уравнение Лапласа. 
Из теории аналитических функций комплексного переменного известно, 
что действительная и мнимая части аналитической функции удовлетворя-
ют уравнению Лапласа. Следовательно, общее решение уравнения Лапласа 
можно записать в виде 

( , ) Re ( ),u f iα β α β= +  
где ( )f iα β+ −произвольная аналитическая функция аргумента .iα β+  
Возвращаясь к старым переменным ,x y , получаем общее решение  исход-
ного  уравнения  в виде 

( , ) Re ( 2 ).u x y f y x xi= − +  
         Пример 4.4. Найти общее решение уравнения  

2 22 0.xx xy yy x yx u xyu y u xu yu− + + + =   
         Решение. Составим характеристическое уравнение и решаем его: 

2
2 2 2 2 2 2( ) 2 ( ) 0 2 0dy dyx dy xydxdy y dx x xy y

dx dx
 + + = ⇒ + + = ⇒ 
 

 

2
2 0 ln ln ln .
2

dy xy y dy dx y x c xy c
dx x x y x

− ±
⇒ = = − ⇒ = − ⇒ = − + ⇒ =  

Итак, характеристическое уравнение имеет одно семейство действитель-
ных характеристик. Положим  xyα = ,  а за ( , )x yβ  в соответствии с вы-
шесказанным  возьмем любую дважды непрерывно дифференцируемую 

функцию, для которой якобиан 
( , ) 0.
( , )

D
D x y
α β

≠    Например, пусть .xβ =  То-

гда 
( , ) 0.

1 0( , )
x y

x y

y xD x
D x y

α αα β
β β

= = = − ≠  

Так  как  
     , , 1, 0, 0, 1,x y x y xx yy xx xy yy xyy xα α β β α α β β β α= = = = = = = = = =  
то подставляя эти значения производных в (3.4), получаем 

2, , 2 ,x y xxu u y u u u x u y u yu uα β α αα αβ ββ= ⋅ + = ⋅ = + +  
2, .xy yyu xyu xu u u x uαα αβ α αα= + + =  

Теперь эти выражения производных  внесем в исходное уравнение: 
2 2 2 2( 2 ) 2 ( )x y u yu u xy xyu xu u y x uαα αβ ββ αα αβ α αα+ + − + + + +  

( ) 0,x yu u yxuα β α+ + + =  
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откуда  0u uββ ββ + = − канонический вид уравнения. Решаем его. Обозна-
чим    .v uβ=  Тогда уравнение примет вид: 0.v vββ + =  Это есть уравне-
ние с разделяющимися переменными, при этом переменная α  считается 
параметром. Получаем 

1 1ln ln ln ( ) ( )dv dv dv v c v c
d v

ββ β α β α
β β
= − ⇒ = − ⇒ = − + ⇒ = ⇒  

1 1 1
2

( ) ( ) ( )( , ) ( )c c cv u u d cβ
α α αα β β α
β β β

∫⇒ = ⇒ = ⇒ = + =

1 2( ) ln ( ),c cα β α= +  
где 1 2( ), ( )c cα α −постоянные интегрирования, представляющие собой 
произвольные функции переменной α .  Возвращаясь к старым перемен-
ным ,x y , получаем общее решение  исходного  уравнения  в виде 

1 2( , ) ( ) ln ( ),u x y c xy x c xy= +  

1 2( ), ( )c xy c xy −  произвольные дважды непрерывно дифференцируемые 
функции аргумента .xy  
 

 
Задачи 

    
         Найти общее решение уравнений: 

4.1. 4 3 0xx xy yyu u u+ + = ;              4.2. 6 5 0xx xy yyu u u+ + = ;       
4.3. 4 21 0xx xy yyu u u+ − = ;            4.4. 6 13 0xx xy yyu u u+ + = ; 

4.5.  4 20 0xx xy yyu u u+ + = ;           4.6. 2 26 0xx xy yyu u u− + = ; 
     4.7.  6 9 2 6 0xx xy yy x yu u u u u+ + + + = ; 

4.8. 2 0xx xy yy x yu u u u u+ + − − = ;      
4.9.  8 16 4 0;xx xy yy x yu u u u u− + − + =  

4.10. 22cos sin sin 0.xx xy yy yu x u x u x u+ ⋅ − ⋅ − ⋅ =  
 
    Ответы:  
4.1. 1 2( 3 ) ( )u f y x f y x= − + − ;                4.2. 1 2( 5 ) ( )u f y x f y x= − + − ;                    
4.3. 1 2( 7 ) ( 3 )u f y x f y x= − + + ;              4.4. Re ( 3 2 )u f y x xi= − + ;                       
4.5. Re ( 2 4 )u f y x xi= − + ;                     4.6. Re ( 5 )u f y x xi= + + ;   
4.7. 2

1 2( 3 ) ( 3 )xu c y x e c y x−= − + − ;      4.8. 1 2( ) ( )yu c y x e c y x= − + − ;             
4.9. 1 2( 4 ) ( 4 )xu c y x e c y x= + + + ;    
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4.10.  1 2( sin ) ( sin ).u f y x x f y x x= − − + + −  
 
§5. Метод Даламбера решения задачи Коши для уравнения свободных 

колебаний струны 
 
         Как мы видим,  общие решения  дифференциальных уравнений с 
частными производными зависят уже не от произвольных постоянных, а от 
произвольных функций. Определяя соответствующим образом эти функ-
ции, можно удовлетворять тем или иным дополнительным условиям. Этот 
факт проиллюстрируем на примере задачи Коши для уравнения колебаний 
струны. 
         Итак, рассмотрим следующую задачу Коши: найти функцию ( , )u x t , 
непрерывную при    , 0,x t−∞ < < ∞ ≥  так чтобы она удовлетворяла урав-
нению (4.2) при  , 0x t−∞ < < ∞ >  и начальным условиям 
                     ( ,0) ( ), ( ,0) ( ), ,tu x x u x x xϕ ψ= = −∞ < < ∞                    (5.1) 

где  ( ), ( )x xϕ ψ − заданные функции. 
         Предположим, что решение ( , )u x t  задачи Коши существует. Так как 
функция ( , )u x t  удовлетворяет уравнению (4.2), то она необходимо должна 
иметь вид (4.9). Произвольные функции 1f  и 2f  в (4.9) найдем так, чтобы 
функция (4.9) удовлетворяла начальным условиям (5.1). Подставляя (4.9) в 
(5.1), получаем 

1 2( ) ( ) ( ),f x f x xϕ+ =  
                                             1 2( ) ( ) ( ).af x af x xψ′ ′− + =                                   (5.2) 
Интегрируя второе равенство в (5.2), имеем 

                                     1 2
0

1( ) ( ) ( ) ,
x

f x f x y dy c
a
ψ∫− = − +                              (5.3) 

где c −произвольная постоянная интегрирования. 
Решая первое уравнение в (5.2) вместе с (5.3), для функций 1 2,f f  получаем 
выражения вида 

1
0

1 1( ) ( ) ( ) ,
2 2 2

x cf x x y dy
a

ϕ ψ∫= − +  

                               2
0

1 1( ) ( ) ( ) , .
2 2 2

x cf x x y dy x
a

ϕ ψ∫= + − −∞ < < ∞        (5.4) 

Если теперь (5.4) подставить в (4.9), то будем иметь: 

                    
1 1( , ) [ ( ) ( )] ( ) .
2 2

x at

x at
u x t x at x at y dy

a
ϕ ϕ ψ

+

−
∫= − + + +                 (5.5) 

         Формула (5.5) называется формулой Даламбера.  
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         При выводе формулы (5.5) мы предполагали существование решения 
задачи Коши.  Предположим, что функция ( )xϕ  дважды, а функция 

( )xψ один раз непрерывно дифференцируемы  при .x−∞ < < ∞  Тогда 
непосредственной подстановкой (5.5) в уравнение (4.2) и в начальные 
условия  (5.1) можно убедиться, что функция (5.5) действительно явля-
ется единственным решением задачи Коши. 
         Пример. Найти решение ( , )u x t  уравнения 4tt xxu u= , удовлетворяю-
щее начальным условиям 2( ,0) cos , ( ,0) sin , .tu x x u x x x= = −∞ < < ∞  
         Решение.  Так как 2( ) cos , ( ) sin , 2,x x x x aϕ ψ= = =  то внося эти 
значения в формулу Даламбера (5.5), получаем 

2
2

2

1 1( , ) [cos( 2 ) cos( 2 )] sin .
2 2 2

x t

x t
u x t x t x t ydy

+

−
∫= − + + +

⋅
 

Вычислим интеграл   

                   
22 2

2

2 2 2

1 cos 2 1 sin 2sin ( ) 2
2 2 2

x tx t x t

x t x t x t

y yydy dy y t
+

+ +

− − −

∫ ∫
−

= = − = −  

                                                                                     
1 [sin 2( 2 ) sin 2( 2 )].
4

x t x t− + − −  

Так как             cos( 2 ) cos( 2 ) 2cos cos 2 , sin 2( 2 )x t x t x t x t− + + = ⋅ + −  
 sin 2( 2 ) 2sin 4 cos 2 ,x t t x− − = ⋅   то решение задачи Коши окончательно 
можно записать в виде 

1 1( , ) cos cos 2 sin 4 cos 2 .
2 8

u x t t x t t x= + ⋅ − ⋅  

 
Задачи 

      
         Используя формулу Даламбера, найти решения ( , )u x t  следующих 
задач Коши (- , 0 ) :x t∞ < < ∞ < < ∞  

5.1. 2sin5 , ( ,0) , ( ,0) ;tt xx t
xu u u x u x x

x
= = =  

5.2.  tt xxu u= ,      2( ,0)u x x= , 2( ,0) costu x x= ; 

5.3.  4tt xxu u= ,    ( ,0) xu x e= , ( ,0)tu x x= ; 

5.4.   6tt xxu u= ,    ( ,0) sinu x x= , 3( ,0)tu x x= ; 

5.5.    2tt xxu u= ,   ( ,0) xu x e−= , ( ,0) cos3tu x x= ; 

5.6.    3tt xxu u= ,    2( ,0)
1

xu x
x

=
+

, ( ,0) sin5tu x x= ; 
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5.7.     5tt xxu u= ,    2

1( ,0)
1

u x
x

=
+

, 3( ,0) x
tu x e= ; 

5.8.    4tt xxu u= ,    
2

( ,0) xu x e−= , 2( ,0)
1t

xu x
x

=
+

. 

 
 

 §6. Метод Фурье решения смешанных задач для уравнения колебаний 
струны 

 
         Для решения смешанных задач  во многих случаях используется так 
называемый метод Фурье или метод разделения переменных. В настоящем 
параграфе применение этого метода мы рассмотрим на примере смешан-
ных задач для уравнения колебаний струны (2.8). 
         6.1. Случай свободных колебаний. Однородные граничные усло-
вия. Требуется найти решение уравнения 
                                                        2

tt xxu a u=                                                (6.1)   
при граничных условиях 
                                             (0, ) 0, ( , ) 0u t u l t= =                                      (6.2) 
и начальных условиях 
                           ( ,0) ( ), ( ,0) ( ), 0 ,tu x x u x x x lϕ ψ= = ≤ ≤                      (6.3) 
где ( ), ( )x xϕ ψ − заданные  функции. 
         Метод Фурье решения задачи состоит в следующем. 
         I. Сначала находим частные решения уравнения (6.1), удовлетворяю-
щие граничным условиям (6.2). Их будем искать в виде 
                                                ( , ) ( ) ( ),u x t X x T t=                                          (6.4) 
где ( ), ( )X x T t −неизвестные функции одной переменной. С целью опреде-
ления  ( ), ( )X x T t  функцию (6.4)  подставим в уравнение (6.1).  Получим 

2( ) ( ) ( ) ( )X x T t a X x T t′′ ′′= , 
откуда, разделяя переменные, будем иметь: 

                                                2
( ) ( ) .
( ) ( )

T t X x
a T t X x
′′ ′′

=                                            (6.5) 

 
Соотношение (6.5) должно удовлетворяться тождественно при 

0 00 , 0 (x l t T T< < < < −произвольно фиксированное положительное чис-
ло). Зафиксировав произвольно x  в правой части (6.5) и меняя t  в левой 
части, приходим к выводу, что левая часть соотношения (6.5) необходимо 
должна равняться постоянной; этой же постоянной должна равняться и 
правая часть. Обозначая эту постоянную через λ− , будем иметь: 
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2
( ) ( ) ,
( ) ( )

T t X x
a T t X x

λ
′′ ′′

= = −    

откуда получим два обыкновенных дифференциальных уравнения относи-
тельно функций ( )T t  и ( )X x : 
                                                2( ) ( ) 0,T t a T tλ′′ + =                                       (6.6) 
                                               ( ) ( ) 0.X x X xλ′′ + =                                        (6.7) 
         Таким образом, уравнение  (6.1) распалось на два уравнения (6.6), 
(6.7), из которых одно содержит функцию только от t , а другое – функцию 
только от x , или, как говорят, в уравнении (6.1) переменные разделились. 
         Теперь функцию (6.4) подставим в граничные условия (6.2). Получим 

(0) ( ) 0, ( ) ( ) 0,X T t X l T t= =  
откуда 
                                            (0) 0, ( ) 0,X X l= =                                         (6.8) 
так как случай ( ) 0 ( 0)T t u≡ ≡ интереса не представляет. Таким образом, 
переменные разделились также и в граничных условиях. 
         Для определения функции ( )X x  мы пришли к следующей граничной 
задаче для обыкновенного дифференциального уравнения второго поряд-
ка. 
         Задача Штурма- Лиувилля.  Найти такие значения параметра λ , 
называемые собственными значениями, при которых существуют не-
тривиальные (т.е.не равные нулю тождественно) решения уравнения 
(6.7), удовлетворяющие  граничным условиям (6.8), а также найти эти 
решения, называемые собственными функциями. 
         Найдем решение этой задачи. Уравнение (6.7) есть уравнение с по-
стоянными коэффициентами; для его решения надо составить характери-
стическое уравнение 

2 0,k λ+ =  
корни которого .k λ= ± −  Следовательно, вид решения зависит от знака 

.λ  
         а) Пусть 0.λ <  Общее решение уравнения (6.7) в этом случае имеет 
вид: 

1 2( ) ,x xX x c e c eλ λ− − −= +  
где 1 2,c c −произвольные постоянные. Подставляя его в граничные условия  
(6.8), будем иметь: 

1 2 0,c c+ =  

1 2 0.l lc e c eλ λ− − −+ =  
Относительно 1 2,c c  мы получили однородную систему линейных алгебра-
ических уравнений. Так как ее определитель не равен нулю, система имеет 
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только нулевое решение. Поэтому задача Штурма- Лиувилля в этом случае 
неразрешима. 
         б) Пусть 0.λ =  Общее решение уравнения (6.7) имеет вид 

1 2( ) .X x c c x= +  Из условий  (6.8) получаем 1 1 20, 0,c c c l= + =   откуда 

1 2 0.c c= =  Поэтому задача Штурма- Лиувилля также неразрешима. 
         в) Пусть 0.λ >  В этом случае общее решение уравнения (6.7) дается 
формулой 
                                     1 2( ) cos sin .X x c x c xλ λ= +                               (6.9) 
Подстановка (6.9) в граничные условия (6.8) дает 

1 21 0 0,c c⋅ + ⋅ =  

                                       1 2cos sin 0.c l c lλ λ+ =                                   (6.10) 
Система (6.10) имеет ненулевое решение только тогда, когда ее определи-
тель равен нулю. Так как определитель системы (6.10) равен sin ,lλ  то 
приравнивая его к нулю, для определения значений λ  получаем уравнение 

sin 0.lλ =  

Решая его, находим  корни  , 1,2,...k k
l
πλ = =  , следовательно, соб-

ственные значения задачи Штурма- Лиувилля имеют вид: 

                                            
2

, 1,2,...k
k k
l
πλ  = = 
 

                                   (6.11) 

Подставляя  значения (6.11)  вместо λ  в систему (6.10), будем иметь: 
1 0,c =  а 2c −произвольное. В дальнейшем будем считать, что 2 1.c =  Вно-

ся все это в (6.9), получаем собственные функции задачи (6.7), (6.8): 

                                       ( ) sin , 1,2,...k
kX x x k
l
π

= =                                 (6.12) 

         Решаем теперь уравнение  (6.6) при kλ λ= , т.е. уравнение 
2

( ) ( ) 0.k k
k aT t T t

l
π ′′ + = 

 
 

Общее его решение имеет вид: 

                               ( ) cos sin , 1,2,...k k k
k a k aT t a t b t k

l l
π π

= + =            (6.13) 

где ,k ka b −произвольные постоянные. 
         Подставив функции (6.12),(6.13) в  (6.4), получим бесконечную по-
следовательность частных решений уравнения (6.1), удовлетворяющих 
граничным условиям (6.2): 
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           ( , ) cos sin sin , 1,2,...k k k
k a k a ku x t a t b t x k

l l l
π π π = + = 

 
    (6.14) 

         II. Теперь построим решение, удовлетворяющее еще и заданным 
начальным условиям (6.3). С этой целью образуем бесконечный ряд из 
частных решений (6.14): 

        
1 1

( , ) ( , ) cos sin sin .k k k
k k

k a k a ku x t u x t a t b t x
l l l
π π π∞ ∞

= =
∑ ∑

 = = + 
 

   (6.15) 

         В дальнейшем будем предполагать, что ряд (6.15) сходится рав-
номерно в области 00 , 0x l t T≤ ≤ ≤ ≤  и допускает двукратное почлен-
ное дифференцирование по переменным x  и .t  Ясно, что для этого 
нужно, чтобы функции ( ), ( )x xϕ ψ  удовлетворяли определенным услови-
ям. Достаточно, например, выполнения следующих требований:  
     1 ) ( )xϕ  дважды непрерывно дифференцируема на [0, ]l , третья произ-
водная  кусочно непрерывно дифференцируема на [0, ]l  и   
                                     (0) ( ) 0, (0) ( ) 0;l lϕ ϕ ϕ ϕ′′ ′′= = = =  
     2 ) ( )xψ  непрерывно дифференцируема на [0, ],l  вторая производная 
кусочно непрерывна на [0, ], (0) ( ) 0.l lψ ψ= =  
         Тогда в силу линейности и однородности уравнения (6.1)  сумма ряда 
(6.15) из его решений также будет решением уравнения (6.1). Кроме того, 
поскольку каждое слагаемое  ряда удовлетворяет однородным граничным 
условиям (6.2), то сумма ряда будет удовлетворять и этим условиям. 
         Покажем, что постоянные ka  и kb  в (6.15) можно определить так, 
чтобы удовлетворялись и начальные условия (6.3). Продифференцируем 
ряд (6.15) по t : 

                  
1

( , ) sin cos sin .t k k
k

k a k a k a ku x t a t b t x
l l l l
π π π π∞

=
∑

 = − + 
 

      (6.16) 

Подставляя  (6.15),(6.16) в (6.3), получаем 

1
sin ( ),k

k

ka x x
l
π ϕ

∞

=
∑ =  

                                
1

sin ( ), 0 .k
k

k a kb x x x l
l l
π π ψ

∞

=
∑ = ≤ ≤                         (6.17) 

Соотношения (6.17) представляют собой разложения функций ( ), ( )x xϕ ψ  
в ряд Фурье по синусам. Из теории тригонометрических рядов Фурье из-
вестно, что всякая функция ( )F x , непрерывная на отрезке [0, ]l  вместе со 
своей производной первого порядка и удовлетворяющая условию 

(0) ( ) 0F F l= = , разлагается в абсолютно и равномерно сходящийся ряд 
Фурье по синусам: 
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1
( ) sin ,k

k

kF x F x
l
π∞

=
∑=  

где  

0

2 ( )sin .
l

k
kF F x xdx

l l
π

∫=  

Заметим, что функции ( ), ( )x xϕ ψ  удовлетворяют указанным условиям. 
Поэтому соотношения действительно будут выполняться, если постоянные 

,k ka b  имеют вид: 

                 
0 0

2 2( )sin , ( )sin .
l l

k k
k ka x xdx b x xdx

l l k a l
π πϕ ψ

π
∫ ∫= =            (6.18) 

Подставляя (6.18) в  (6.15), получаем решение смешанной задачи (6.1)-
(6.3). 
         Таким образом, решение задачи (6.1)- (6.3) дается формулой (6.15), 
в которой постоянные ,k ka b  определены соотношениями (6.18). 
         Рассмотрим физическую интерпретацию решения (6.15). Если вве-
сти обозначения sin , cos ,k k k k k ka A b Aδ δ= =  то это решение можно запи-
сать в виде  

                          
1

( , ) sin sin .k k
k

k k au x t A x t
l l
π π δ

∞

=
∑

 = + 
 

                         (6.19) 

         Каждый член этого ряда представляет собой так называемую стоя-
чую волну, при которой точки струны совершают гармоническое колеба-

тельное движение с одинаковой фазой kδ , с амплитудой sink
kA x
l
π

 и ча-

стотой .k
k a

l
πω =  При таком колебании струна будет издавать звук, высо-

та которого зависит  от частоты колебаний  kω . Частота основного (самого 

низкого) тона выражается формулой 1
a
l
πω = . Остальные тона, соответ-

ствующие частотам, кратным 1ω , называются гармониками. Решение (6.19) 
складывается из отдельных гармоник; амплитуда их, а поэтому и влияние 
их на интенсивность звука, издаваемого струной, обыкновенно быстро 
убывает при увеличении  номера гармоники и все их действие сводится к 
созданию тембра звука. Приведенная интерпретация решения подтвержда-
ется экспериментально: с помощью резонаторов можно выделять гармони-
ки, соответствующие различным значениям k . 
         6.2. Случай вынужденных колебаний. Однородные граничные 
условия. Найти  решение уравнения 
                                                   2 ( , ),tt xxu a u f x t= +                                  (6.20)      
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удовлетворяющее граничным условиям 
                                                (0, ) 0, ( , ) 0u t u l t= =                                    (6.21) 
и начальным условиям  
                          ( ,0) ( ), ( ,0) ( ), 0 ,tu x x u x x x lϕ ψ= = ≤ ≤                    (6.22) 
где ( ), ( )x xϕ ψ − заданные  функции. 
         Эту задачу разобьем на две более простые. Для этого решение  пред-
ставим  в виде 
                                          ( , ) ( , ) ( , ),u x t v x t w x t= +                                     (6.23) 
где ( , )v x t  есть решение задачи 
                                                     2 ,tt xxv a v=                                                (6.24) 
                                            (0, ) 0, ( , ) 0,v t v l t= =                                     (6.25) 
                          ( ,0) ( ), ( ,0) ( ), 0 ,tv x x v x x x lϕ ψ= = ≤ ≤                    (6.26) 
а ( , )w x t  есть решение задачи 
                                              2 ( , ),tt xxw a w f x t= +                                      (6.27) 
                                           (0, ) 0, ( , ) 0,w t w l t= =                                    (6.28) 
                                         ( ,0) 0, ( ,0) 0.tw x w x= =                                  (6.29) 
         Задача (6.24)- (6.26) для функции ( , )v x t  рассмотрена нами в пункте 
6.1; ее решение дается рядом (6.15).  Решение ( , )w x t  задачи (6.27)- (6.29) 
будем искать в виде 

                                          
1

( , ) ( ) sin ,k
k

kw x t T t x
l
π∞

=
∑=                                 (6.30) 

где ( )kT t −неизвестные функции. 
         Пусть ряд (6.30) равномерно сходится в области 00 , 0x l t T≤ ≤ ≤ ≤  и 
допускает почленное двукратное дифференцирование по , .x t  Тогда, под-
ставляя   (6.30) в (6.27), получаем 

                         
2

1
( ) ( ) sin ( , ).k k

k

k a kT t T t x f x t
l l
π π∞

=
∑
  ′′ + =  

   
                   (6.31) 

При произвольно фиксированном t  (6.31) представляет собой разложение 
функции ( , )f x t  в ряд Фурье по синусам. Поэтому для коэффициентов 
разложения (выражений в квадратных скобках) имеем 

                            
2

( ) ( ) ( ), 1,2,...,k k k
k aT t T t f t k

l
π ′′ + = = 

 
                    (6.32) 

где  

                                       
0

2( ) ( , )sin .
l

k
kf t f x t xdx

l l
π

∫=                               (6.33) 



 33 

С учетом   (6.30)   и     
1

( , ) ( ) sin ,t k
k

kw x t T t x
l
π∞

=
∑ ′=  из условий (6.29) полу-

чим 
                                   (0) 0, (0) 0, 1,2,...k kT T k′= = =                             (6.34) 
Следовательно, для определения функций ( )kT t  имеем задачу (6.32), 
(6.34), представляющую задачу Коши для обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами  (6.32) с 
начальными условиями (6.34). Ее решение может быть получено с помо-
щью метода вариации произвольных постоянных в следующем виде 

                     
0

( ) sin ( ) ( ) , 1,2,...
t

k k
l k aT t t f d k

k a l
π t t t

π
∫

 = − =  
           (6.35) 

Подставляя сюда вместо ( )kf t  выражение (6.33), а затем полученный ре-
зультат в (6.30), получаем решение задачи  (6.27)- (6.29). Решение исход-
ной задачи (6.20)- (6.22) найдем по формуле  (6.23). 
         6.3. Случай вынужденных колебаний. Неоднородные граничные 
условия. Рассмотрим задачу: найти решение уравнения 
                                               2 ( , ),tt xxu a u f x t= +                                     (6.36)      

удовлетворяющее граничным условиям 
                                              1 2(0, ) ( ), ( , ) ( )u t t u l t tµ µ= =                         (6.37) 
и начальным условиям  
                          ( ,0) ( ), ( ,0) ( ), 0 ,tu x x u x x x lϕ ψ= = ≤ ≤                    (6.38) 
где 1 2( ), ( ), ( ), ( )t t x xµ µ ϕ ψ − заданные  функции. 
         Решение этой задачи будем искать в виде 
                                            ( , ) ( , ) ( , ).u x t v x t w x t= +                                   (6.39) 
От функции ( , )w x t  потребуем, чтобы она имела непрерывные вторые 
производные по x  и t  и удовлетворяла ненулевым граничным условиям 
                                              1 2(0, ) ( ), ( , ) ( ).w t t w l t tµ µ= =                      (6.40) 
Такую функцию всегда можно найти, например, 

                                  1 2 1( , ) ( ) [ ( ) ( )].xw x t t t t
l

µ µ µ= + −                             

Считая теперь функцию ( , )w x t  известной, выведем задачу для функции 
( , ).v x t  Подставляя (6.39) в уравнение  (6.36), получаем 

2 ( ) ( , )tt tt xx xxv w a v w f x t+ = + +  
или 
                                             2

1( , ),tt xxv a v f x t= +                                       (6.41) 
где принято обозначение  2

1( , ) ( , ) .xx ttf x t f x t a w w= + −    
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         Далее, с учетом  (6.37), (6.40)  и соотношения 
( , ) ( , ) ( , ),v x t u x t w x t= − вытекающего из (6.39), для ( , )v x t получаем одно-

родные граничные условия 
                                           (0, ) 0, ( , ) 0.v t v l t= =                                    (6.42) 

Наконец, учитывая (6.38), будем иметь: 
1( ,0) ( ) ( ,0) ( ),v x x w x xϕ ϕ= − =  

                                   1( ,0) ( ) ( ,0) ( ).t tv x x w x xψ ψ= − =                          (6.43) 
         Таким образом, для определения функции ( , )v x t  мы пришли к задаче 
(6.41)- (6.43) для уравнения вынужденных колебаний струны с однород-
ными граничными условиями; эта задача была рассмотрена нами в пункте 
6.2. 
         Пример 6.1. Решить методом Фурье смешанную краевую задачу для 
уравнения свободных колебаний струны: 

64 ,
(0, ) (6, ) 0,
( ,0) sin ,
( ,0) sin 3 .

tt xx

t

u u
u t u t
u x x
u x x

π
π

=
 = =
 =
 =

 

         Решение. Решение этой задачи дается формулой (6.15), в которой ко-
эффициенты ,k ka b  определены соотношениями (6.18). В нашем случае  

( ) sin , ( ) sin 3 , 6, 8.x x x x l aϕ π ψ π= = = =  Внося эти  данные в (6.18), по-
лучаем 

6 6

0 0

1 1sin sin , sin 3 sin , 1,2,...
3 6 4 6k k

k ka x xdx b x xdx k
k

π ππ π
π

∫ ∫= ⋅ = ⋅ =  

Вычислим  интегралы: 
6 6

0 0

1 1 1sin sin [cos( ) cos( )]
3 6 3 2 6 6k

k k ka x xdx x x x x dxπ π ππ π π∫ ∫= ⋅ = − − + =  

6

0

sin(1 ) sin(1 )1 16 6 [sin(6 ) sin 0]
6 (6 )(1 ) (1 )

6 6

k kx x
kk k k

π π
π π

ππ π

 − + 
= − = − − −  − − +

 

 

1 [sin(6 ) sin 0] 0,
(6 )

k
k

π π
π

− + − =
+

       если  6;k ≠  

     
6 6

0 0

1 1 1sin 3 sin [cos(3 )
4 6 4 2 6k

k kb x xdx x x
k k

π ππ π
π π

∫ ∫= ⋅ = − +  
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6

0

sin(3 ) sin(3 )1 6 6cos(3 )]
6 8 (3 ) (3 )

6 6

k kx xkx x dx k kk

π πππ
π π π

 − + 
+ + = − = 

 − +
 

 

 

  2 2
3 3[sin(18 ) sin 0] [sin(18 )

4 (18 ) 4 (18 )
k k

k k k k
π π π π

π π
= − − − + −

− +  
 
                                           sin 0] 0,− =       если  18;k ≠  

при  6 :k =    
6

6 6
2

6
0 0 0

1 1 1 cos 2 1 sin 2sin 1;
3 3 2 6 2

x xa xdx dx xπ ππ
π

∫ ∫
−  = = = − = 

 
 

при   18 :k =    
6

6 6
2

18
0 0 0

1 1 1 cos6 1 sin 6 1sin 3 .
72 72 2 144 6 24

x xb xdx dx xπ ππ
π π π π π
∫ ∫

−  = = = − = 
 

 

Подставив эти значения коэффициентов ,k ka b  в (6.15), получим  решение 
задачи в следующем виде 

1( , ) cos8 sin sin 24 sin 3 .
24

u x t t x t xπ π π π
π

= ⋅ + ⋅  

         Покажем, что коэффициенты ,k ka b  в некоторых случаях, как, 
например, в этом примере, можно найти и другим способом, не прибе-
гая к формулам (6.18). Для этого функцию ( , )u x t  в виде (6.15) и ее про-
изводную ( , )tu x t  в виде (6.16) подставим в начальные условия: 

1 1

4sin sin , sin sin 3 .
6 3 6k k

k k

k k ka x x b x xπ π ππ π
∞ ∞

= =
∑ ∑= ⋅ =  

В правых частях этих равенств стоят разложения в ряд Фурье по синусам с 
известными коэффициентами. Поэтому приравнивая коэффициенты при  

sin , 1,2,...
6
k x kπ

= , получаем систему  

6

18

1, 0, 1,2,..., 6;
424 1, 0, 1,2,..., 18,
3

k

k

a a k k

b k b k kπ π

= = = ≠



⋅ = ⋅ = = ≠

 

откуда 6 18
11, ;

24
a b

π
= =  остальные ,k ka b  равны нулю. 

         Пример 6.2. Решить методом Фурье смешанную краевую задачу для 
уравнения  вынужденных колебаний струны: 



 36 

,
(0, ) (2, ) 0,
( ,0) sin 2 ,
( ,0) 1 cos , 0 2.

tt xx

t

u u x t
u t u t
u x x
u x x x

π
π

= + +
 = =
 =
 = − ≤ ≤

 

         Решение.  В соответствии с изложенным в разделе 6.2 §6  решение  
этой задачи ищется в виде 
                                          ( , ) ( , ) ( , ),u x t v x t w x t= +                                    (6.44)                      
где ( , )v x t  есть решение задачи 

,tt xxv v=                                                                                            
(0, ) 0, (2, ) 0,v t v t= =                                                               

( ,0) sin 2 , ( ,0) 1 cos , 0 2,tv x x v x x xπ π= = − ≤ ≤  
а ( , )w x t  есть решение задачи 

,tt xxw w x t= + +  
(0, ) 0, (2, ) 0,w t w t= =  

( ,0) 0, ( ,0) 0.tw x w x= =  
         Сначала решаем задачу относительно функции ( , ),v x t решение  кото-
рой дается формулой (6.15), в которой коэффициенты ,k ka b  определены 
соотношениями (6.18). В нашем случае  

( ) sin 2 , ( ) 1 cos , 2, 1.x x x x l aϕ π ψ π= = − = =  
Внося эти  данные в (6.18), получаем 

2 2

0 0

2sin 2 sin , (1 cos ) sin , 1,2,...
2 2k k

k ka x xdx b x xdx k
k

π ππ π
π

∫ ∫= ⋅ = − ⋅ =  

Вычислим  интегралы: 
2 2

0 0

1sin 2 sin [cos(2 ) cos(2 )]
2 2 2 2k

k k ka x xdx x x x x dxπ π ππ π π∫ ∫= ⋅ = − − + =  

2

0

sin(2 ) sin(2 )1 12 2 [sin(4 ) sin 0]
2 (4 )(2 ) (2 )

2 2

k kx x
kk k k

π π
π π

ππ π

 − + 
= − = − − −  − − +

 

 

1 [sin(4 ) sin 0] 0,
(4 )

k
k

π π
π

− + − =
+

       если  4;k ≠  

при  4 :k =    
2

2 2
2

4
0 0 0

1 cos 4 1 sin 4sin 2 1;
2 2 4

x xa xdx dx xπ ππ
π

∫ ∫
−  = = = − = 

 
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2 2 2

0 0 0

2 2 2(1 cos ) sin sin cos sin
2 2 2k

k k kb x xdx xdx x xdx
k k k

π π ππ π
π π π

∫ ∫ ∫= − ⋅ = − ⋅ =

 

         

2

2

0

0

cos2 2 12 [sin( ) sin( )]
2 2 2

2

k x k kx x x x dxkk k

π
π ππ πππ π

∫= − − − + + =  

2 2
4 (1 cos )k
k

π
π

= − −

2

0

cos( 1) cos( 1)1 2 2
( 1) ( 1)
2 2

k kx x

k kk

π π

π π π

 − + 
− − = 
 − +
 

2 2
4 2 cos( 2 ) 1 cos( 2 ) 1[1 ( 1) ]

( 2) ( 2)
k k k

k k k k
π π π π

π π π π
 − − + −

= − − + + = − + 
 

2 2 2 2 2 2
4 2 1 1 16[( 1) 1][1 ( 1) ] [( 1) 1] ,

2 2 ( 4)

k
k k

k k k k k kπ π π
− − = − − + − − + = − + − 

 

если  2;k ≠  
при   2 :k =  

              
22 2

2
0 00

1 1 cos sin 2(1 cos )sin 0.
2

x xb x xdx dxπ ππ π
π π π
∫ ∫

 
= − = − − = 

  
 

Таким образом, все коэффициенты kb  с четными номерами равны нулю. 
Подставив найденные значения коэффициентов ,k ka b  в (6.15), получим  
решение первой задачи относительно ( , )v x t  в следующем виде 

        2 2 21

(2 1) (2 1)sin sin32 2 2( , ) cos 2 sin 2 .
(2 1) [4 (2 1) ]k

k kt x
v x t t x

k k

π π

π π
π

∞

=
∑

− −⋅
= ⋅ +

− − −
    (6.45) 

         Перейдем к решению задачи относительно функции ( , ).w x t  Ее ищем 
в виде (6.30), где 2l =  и функции ( )kT t  определяются  формулой (6.35), 
которая в нашем случае примет вид: 

                        
0

2( ) sin ( ) ( ) , 1,2,...
2

t

k k
kT t t f d k

k
π t t t

π
∫

 = − =  
,           (6.46) 

где   для ( )kf t  в силу (6.33) с учетом  ( , )f x xt t= +  получаем  
2

0
( ) ( )sin .

2k
kf x xdxπt t∫= +  
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Вычислим  интеграл:  
2 2

0 0
( ) sin sin .  

2 2k
k kf x xdx xdxπ πt t∫ ∫= + Первый  инте-

грал в этой сумме вычисляется по частям:   
2

1 1 1 1
0

2sin , , sin cos
2 2 2

k k kx xdx u x du dx dv xdx v x
k

π π π
π

∫ = = = = ⇒ = − =  

22 2

2
00 0

2 2 4 4cos cos cos sin
2 2 ( ) 2

k k kx x xdx k x
k k k k

π π ππ
π π π π

∫= − + = − + =  

  
4 ( 1) .k

kπ
= − −  

Второй интеграл равен   
22

0 0

2 2sin cos [( 1) 1].
2 2

kk kxdx x
k k

π π
π π

∫ = − = − − −  

Следовательно,  ( )12( ) [2( 1) 1 ( 1) ].k k
kf k
t t

π
+= − + − − ⋅  Внося это выраже-

ние в (6.46), для ( )kT t  интегрированием по частям  получаем 
1

2 2
0 0

8( 1) 4[1 ( 1) ]( ) sin[ ( )] sin[ ( )]
( ) 2 ( ) 2

k kt t

k
k kT t t d t d

k k
π πt t t t t

π π

+

∫ ∫
− − −

= − + − =  

1 1 1 1
2, , sin[ ( )] cos[ ( )]

2 2
k ku du d dv t d v t

k
π πt t t t t

π
= = = = − ⇒ = − =  

1

2 2
0

0

cos[ ( )]8( 1) 4[1 ( 1) ] 22 { cos[ ( )]
( ) ( ) 2

2

t

tk k
k t k tkk k k

π t πt tππ π π

+ −− − −
= + ⋅ ⋅ − −  

             
0

2 cos[ ( )] }
2

t k t d
k

π t t
π
∫− − =

1

3
16( 1) 1 cos

( ) 2

k k t
k

π
π

+−  − + 
 

 

                                                          3
8[1 ( 1) ] 2 sin .

( ) 2

k kt t
k k

π
π π

− −  + − 
 

       (6.47) 

Теперь, если (6.47) подставить в (6.30), то получим  решение второй задачи 
( , )w x t , которое вместе  с   (6.45) по формуле  (6.44) дает решение исход-

ной задачи. 
 
 

Задачи 
         Методом Фурье найти решения следующих смешанных задач для 
уравнения колебаний струны: 
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6.1. 

36 ,
(0, ) (5, ) 0,
( ,0) 4sin 2 ,
( ,0) 12 sin 2 ;

tt xx

t

u u
u t u t
u x x
u x x

π
π π

=
 = =
 =
 =

                                6.2. 

25 ,
(0, ) (3, ) 0,
( ,0) 5sin3 ,
( ,0) 20 sin 4 ;

tt xx

t

u u
u t u t
u x x
u x x

π
π π

=
 = =
 =
 =

 

 

6.3. 

16 ,
(0, ) (4, ) 0,
( ,0) 6sin3 ,
( ,0) 1 cos ;

tt xx

t

u u
u t u t
u x x
u x x

π
π

=
 = =
 =
 = −

                                 6.4. 

9 ,
(0, ) (2, ) 0,
( ,0) 7sin 4 ,
( ,0) 15 sin5 ;

tt xx

t

u u xt
u t u t
u x x
u x x

π
π π

= +
 = =
 =
 =

 

6.5. 

24 ,
(0, ) (1, ) 0,
( ,0) 12sin 6 ,
( ,0) 1 cos4 ;

tt xx

t

u u xt
u t u t
u x x
u x x

π
π

 = +
 = =


=
 = −

                               6.6. 

2 ,
(0, ) (4, ) 0,
( ,0) sin 4 ,
( ,0) 1 cos2 .

tt xx

t

u u x t
u t u t
u x x
u x x

π
π

 = − +
 = =


=
 = −

 

 
 

§7. Метод Фурье решения начально- краевых задач для уравнения 
теплопроводности в тонком стержне 

 
         В настоящем параграфе метод Фурье применим к решению первой 
начально-краевой задачи для уравнения (2.31) теплопроводности в тонком 
стержне. 
         7.1. Случай однородного уравнения. Рассмотрим задачу:  найти 
функцию ( , ),u x t  непрерывную при 00 , 0x l t T≤ ≤ ≤ ≤ , удовлетворяющую 
уравнению 
                                    2

t xxu a u= ,   00 , 0 ,x l t T< < < ≤                               (7.1) 
граничным условиям 
                                   0(0, ) 0, ( , ) 0, 0u t u l t t T= = ≤ ≤                            (7.2) 
и начальному условию 
                                          ( ,0) ( ), 0 ,u x x x lϕ= ≤ ≤                                   (7.3) 
где ( )xϕ - заданная функция, имеющая непрерывную производную и 

(0) ( ) 0.lϕ ϕ= =  
         Ищем решение уравнения (7.1), удовлетворяющее условиям (7.2), в 
виде 
                                               ( , ) ( ) ( ).u x t X x T t=                                          (7.4) 
Подставляя (7.4) в уравнение  (7.1) и разделяя переменные, получаем 
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2
( ) ( )
( ) ( )

T t X x
a T t X x

λ
′ ′′

= = −  

или 
                                              2( ) ( ) 0,T t a T tλ′ + =                                         (7.5) 
                                              ( ) ( ) 0.X x X xλ′′ + =                                         (7.6) 
Кроме того, из граничных условий (7.2) следует, что 
                                           (0) 0, ( ) 0.X X l= =                                           (7.7) 
Итак, для определения функции ( )X x  имеем задачу Штурма- Лиувилля 
(7.6), (7.7). Эта задача изучена нами в пункте 6.1 §6.  Ее решение имеет 
вид: 

                           
2

, ( ) sin , 1,2,...k k
k kX x x k
l l
π πλ  = = = 

 
                  (7.8) 

Подставляя значения kλ  из (7.8) в уравнение (7.5), получаем 
2

( ) ( ) 0,k k
k aT t T t

l
π ′ + = 

 
 

которое представляет собой дифференциальное уравнение с разделяющи-
мися переменными. Его общее решение дается формулой 

                                    

2

( ) , 1,2,...,
k a t

l
k kT t a e k

π − 
 = =                            (7.9) 

где ka −произвольные постоянные. 
Теперь, если (7.8), (7.9) подставить в  (7.4), то получим частные решения 
уравнения (7.1), удовлетворяющие граничным условиям (7.2), следующего 
вида 

2

( , ) sin , 1,2,...
k a t

l
k k

ku x t a e x k
l

π π − 
 = =  

         Чтобы удовлетворить начальному условию (7.3), составим ряд из 
этих частных решений: 

                                  

2

1
( , ) sin .

k a t
l

k
k

ku x t a e x
l

π π −∞  
 

=
∑=                               (7.10) 

Подставляя (7.10) в условие (7.3), будем иметь: 

                                  
1

sin ( ), 0 .k
k

ka x x x l
l
π ϕ

∞

=
∑ = ≤ ≤                           (7.11)  

(7.11) есть разложение функции ( )xϕ  в ряд Фурье по синусам. Поступая 
как и в §6, приходим к тому, что соотношение (7.11) будет удовлетворено, 
если коэффициенты разложения (7.11) определены по формулам 
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0

2 ( ) sin , 1,2,...
l

k
ka x x dx k

l l
πϕ∫= =                     (7.12) 

Подставляя (7.12) в (7.10), получаем решение задачи (7.1)- (7.3). 
         По поводу обоснования полученного решения в виде (7.10) необхо-
димо сказать то же самое, что и в §6:  ряд (7.10) и ряды, получаемые фор-
мальным почленным дифференцированием этого ряда дважды по x , один 
раз по t , сходятся равномерно в области 00 , 0x l t T≤ ≤ ≤ ≤ . Можно пока-
зать, что при условиях, наложенных  выше на функцию ( )xϕ , эти условия 
выполняются. 
         7.2. Случай неоднородного уравнения. Требуется найти функцию 

( , ),u x t  непрерывную при 00 , 0x l t T≤ ≤ ≤ ≤ , удовлетворяющую уравне-
нию 
                               2 ( , )t xxu a u f x t= + ,   00 , 0 ,x l t T< < < ≤                   (7.13) 
граничным условиям 
                                   0(0, ) 0, ( , ) 0, 0u t u l t t T= = ≤ ≤                          (7.14) 
и начальному условию 
                                          ( ,0) ( ), 0 ,u x x x lϕ= ≤ ≤                                 (7.15) 
где ( )xϕ - заданная функция, имеющая непрерывную производную и 

(0) ( ) 0.lϕ ϕ= =  
         Решение задачи (7.13)- (7.15) будем искать  в виде 
                                          ( , ) ( , ) ( , ),u x t v x t w x t= +                                     (7.16) 
где ( , )v x t  есть решение задачи 
                                                     2 ,t xxv a v=                                                (7.17) 
                                            (0, ) 0, ( , ) 0,v t v l t= =                                     (7.18) 
                                        ( ,0) ( ), 0 ,v x x x lϕ= ≤ ≤                                   (7.19) 

а ( , )w x t  есть решение задачи 
                                              2 ( , ),t xxw a w f x t= +                                      (7.20) 
                                           (0, ) 0, ( , ) 0,w t w l t= =                                   (7.21) 
                                                  ( ,0) 0.w x =                                                (7.22) 

         Задача (7.17)- (7.19) для функции ( , )v x t  рассмотрена нами в пункте 
7.1; ее решение дается рядом (7.10).  Решение ( , )w x t  задачи (7.20)- (7.22) 
будем искать в виде 

                                       
1

( , ) ( ) sin ,k
k

kw x t T t x
l
π∞

=
∑=                                 (7.23) 

где ( )kT t −неизвестные функции. 
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         Пусть ряд (7.23) равномерно сходится в области 00 , 0x l t T≤ ≤ ≤ ≤  и 
допускает почленное  дифференцирование дважды по xи один раз по t .  
Тогда, подставляя (7.23) в (7.20), получаем 

                         
2

1
( ) ( ) sin ( , ),k k

k

k a kT t T t x f x t
l l
π π∞

=
∑
  ′ + =  

   
                        

откуда 

                            
2

( ) ( ) ( ), 1,2,...,k k k
k aT t T t f t k

l
π ′ + = = 

 
                    (7.24) 

где  

                                       
0

2( ) ( , )sin .
l

k
kf t f x t xdx

l l
π

∫=                                (7.25) 

С учетом   (7.23)  из условий (7.22) получим 
                                                (0) 0, 1,2,...kT k= =                                  (7.26) 

Следовательно, для определения функций ( )kT t  имеем задачу (7.24), 
(7.26), представляющую задачу Коши для обыкновенного линейного диф-
ференциального уравнения первого порядка   (7.24) с начальным условием 
(7.26). Ее решение дается формулой 

                                    

2
( )

0
( ) ( ) , 1,2,...

k a tt
l

k kT t e f d k
π t

t t
 − − 
 ∫= =             (7.27) 

Подставляя в (7.27) вместо ( )kf t  выражение (7.25), а затем полученный 
результат в (7.23), получаем решение задачи  (7.20)- (7.22). Решение ис-
ходной задачи (7.13)- (7.15) найдем по формуле  (7.16). 
         Решение задачи для уравнения теплопроводности (7.13) в случае не-
однородных граничных условий  совершенно аналогично соответствую-
щему случаю  для уравнения колебаний струны (см. пункт 6.3). 
         В заключение параграфа отметим, что для уравнения теплопроводно-
сти   может быть поставлена задача Коши: найти  функцию ( , )u x t , непре-
рывную при 0,t x≥ −∞ < < ∞ , удовлетворяющую  уравнению 

2 , 0,t xxu a u t x= > −∞ < < ∞  
и начальному условию 

( ,0) ( ), ,u x x xϕ= −∞ < < ∞  
где ( )xϕ −непрерывная и ограниченная функция. 
         Решение этой задачи Коши дается формулой Пуассона 

( , ) ( ) ( , , ) ,u x t F x t dϕ t t t
∞

−∞
∫=  
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где       
2

2
( )

41( , , ) .
2

x
a tF x t e

a t

t

t
π

−
−

=  

Функция ( , , )F x t t  называется фундаментальным решением уравнения 
теплопроводности. 
         Пример 7.1.  Решить  методом Фурье начально-краевую задачу для 

однородного  уравнения теплопроводности:  

2 ,
(0, ) (4, ) 0,
( ,0) sin3 .

t xxu u
u t u t
u x xπ

=
 = =
 =

 

         Решение. Решение этой задачи дается формулой (7.10), в которой ко-
эффициенты ka  определены соотношениями (7.12). В нашем случае  

( ) sin 3 , 4, 2.x x l aϕ π= = =  Внося эти  данные в (7.12), получаем 
4

0

1 sin 3 sin , 1,2,...
2 4k

ka x xdx kππ∫= ⋅ =  

Вычислим  интегралы: 
4 4

0 0

1 1 1sin 3 sin [cos(3 ) cos(3 )]
2 4 2 2 4 4k

k k ka x xdx x x x x dxπ π ππ π π∫ ∫= ⋅ = − − + =  

4

0

sin(3 ) sin(3 )1 14 4 [sin(12 ) sin 0]
4 12(3 ) (3 )

4 4

k kx x
kk k k

π π
π π

π π

 − + 
= − = − − −  − − +

 

 

1 [sin(12 ) sin 0] 0,
12

k
k

π π− + − =
+

      если  12;k ≠  

при   12 :k =    
4

4 4
2

12
0 0 0

1 1 1 cos6 1 sin 6sin 3 1.
2 2 2 4 6

x xa xdx dx xπ ππ
π

∫ ∫
−  = = = − = 

 
 

Подставив эти значения коэффициентов ka  в (7.10), получим  решение за-
дачи в следующем виде 

218( , ) sin 3 .tu x t e xπ π−= ⋅  
         Второй способ нахождения коэффициентов .ka  Функцию ( , ),u x t  
заданную соотношением (7.10), подставим в начальное условие: 

1
sin sin 3 .

4k
k

ka x xπ π
∞

=
∑ =  
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Правая часть этого равенства представляет собой разложение в ряд Фурье 
по синусам. Поэтому, приравнивая коэффициенты при одинаковых  

sin , 1,2,...
4
k x kπ

= , будем иметь: 12 1;a =   остальные ka  равны нулю. 

         Пример 7.2. Решить методом Фурье начально-краевую задачу для 
неоднородного уравнения  теплопроводности 

,
(0, ) (2, ) 0,
( ,0) (2 ), 0 2.

t xxu u x t
u t u t
u x x x x

= + ⋅
 = =
 = ⋅ − ≤ ≤

 

         Решение.  В соответствии с изложенным в разделе 7.2 §7  решение  
этой задачи ищется в виде 
                                          ( , ) ( , ) ( , ),u x t v x t w x t= +                                    (7.28)                      
где ( , )v x t  есть решение задачи 

,t xxv v=                                                                                            
(0, ) 0, (2, ) 0,v t v t= =                                                               

( ,0) (2 ), 0 2,v x x x x= ⋅ − ≤ ≤  
а ( , )w x t  есть решение задачи 

,t xxw w x t= + ⋅  
(0, ) 0, (2, ) 0,w t w t= =  

( ,0) 0.w x =  
         Сначала решаем задачу относительно функции ( , ),v x t  решение кото-
рой дается формулой (7.10), в которой коэффициенты ka  определены со-
отношениями (7.12). В нашем случае ( ) (2 ), 2, 1.x x x l aϕ = − = =  Внося 
эти  данные в (7.12), получаем 

2

0
(2 ) sin , 1,2,...

2k
ka x x xdx kπ

∫= − ⋅ =  

Вычислим  эти  интегралы с помощью двукратного интегрирования по ча-
стям: 

1 1

2

0 1 1

(2 ), (2 2 ) ,

cos(2 ) sin 2sin2
2

2

k

u x x du x dx
kk xa x x xdx kdv x dx v k

ππ
π

π
∫

= − = −

= − ⋅ = =
= ⋅ ⇒ = −

 

2
2

00

2 2(2 ) cos cos (2 2 )
2 2

k kx x x x x dx
k k

π π
π π

∫
 = − ⋅ − + ⋅ − = 
 
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1 1

2

01 1

2 2 , 2 ,

2 2sin {(2 2 ) sin2cos 2
2

2

u x du dx
k kx x xkdv x dx v k kk

π π
π π ππ

= − = −

= = − ⋅ ⋅ −
= ⋅ ⇒ =

 

2

2 2

2 2
0 0

0

cos2 8 8 2sin ( 2) } sin
2 ( ) 2 ( )

2

k xk kx dx xdx kk k k

π
π π

ππ π π
∫ ∫

 
 

− ⋅ − = = − = 
 
 

3
16 (1 cos )

( )
k

k
π

π
= − = 3

16 [1 ( 1) ], 1,2,...
( )

k k
kπ

− − =    

Отсюда видно, что  коэффициенты ka  с четными номерами равны нулю. 
Подставив эти значения коэффициентов ka  в (7.10), получим  решение 
первой задачи относительно ( , )v x t  в следующем виде 

                     
2 2(2 1)

4
3 31

32 1 (2 1)( , ) sin .
(2 1) 2

k t

k

kv x t e x
k

π π
π

−∞ −

=
∑

−
= ⋅ ⋅

−
           (7.29) 

 
         Перейдем к решению задачи относительно функции ( , ).w x t  Ее ищем 
в виде (7.23), где 2l =  и функции ( )kT t  определяются  формулой (7.27), 
которая в нашем случае примет вид: 

                                  

2
( )

2

0
( ) ( ) , 1,2,...

k tt

k kT t e f d k
π t

t t
 − − 
 ∫= = ,               (7.30) 

где   для ( )kf t  в силу (7.25) с учетом  ( , )f x xt t= ⋅  получаем  интеграл 
2

0
( ) sin ,

2k
kf x xdxπt t∫= ⋅ ⋅  который вычисляется по частям: 

1 12

0 1 1

, ,
( ) sin 22 sin cos

2 2
k

u x du dx
kf x xdx k kdv xdx v x

k

πt t π π
π

∫

= =
= ⋅ ⋅ = =

= ⇒ = −
 

22 2

2
00 0

2 2 4 4{ cos cos } { cos sin }
2 2 ( ) 2

k k kx x xdx k x
k k k k

π π πt t π
π π π π

∫= − + = − + =

 

  14 4( 1) ( 1) .k k

k k
t t

π π
+= − − ⋅ = − ⋅  

Внося это выражение в (7.30), для ( )kT t   получаем 
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2

2 2

1 11 ( )
2

( ) ( )
2 20

1 1 2

, ,
4( 1)( ) 4

( )

kk tt
k kt tk

u du d

T t e d
k dv e d v e

k

π t
π πt t

t t

t t
π t

π

 + − − 
     − − − −   

   
∫

= =
−

= ⋅ = =
= ⇒ =

2 2
1 ( ) ( )

2 2
2 2

0
0

4( 1) 4 4
( ) ( )

t
k kk t tt

e e d
k k k

π πt t
t t

π π π

   + − − − −   
   ∫

 
−  = ⋅ ⋅ − =

 
  

 

2 2
1 1( )

2 2
3 2 3 2

0

16( 1) 4 16( 1) 4 1 .
( ) ( ) ( ) ( )

t
k kk kt t

t e t e
k k k k

π πt

π π π π

   + +− − −   
   

    − −    = − ⋅ = + −
        

   

 
Теперь, если это значение ( )kT t  подставить в (7.23), то получим  решение 
второй задачи ( , )w x t , которое вместе  с   (7.29) по формуле  (7.28) дает 
решение исходной задачи. 

 
 

Задачи 
         Методом Фурье найти решения следующих начально-краевых задач 
для уравнения  теплопроводности: 

     7.1. 

9 ,
(0, ) (1, ) 0,
( ,0) sin 2 ;

t xxu u
u t u t
u x xπ

=
 = =
 =

                     7.2. 

2 ,
(0, ) (2, ) 0,
( ,0) 4sin 3sin5 ;

t xxu u
u t u t
u x x xπ π

=
 = =
 = +

 

 

     7.3. 

6 ,
(0, ) (4, ) 0,
( ,0) 8sin3 9sin 4 ;

t xxu u
u t u t
u x x xπ π

=
 = =
 = +

  7.4. 

5 ,
(0, ) (5, ) 0,
( ,0) sin 4 ;

t xxu u x
u t u t
u x xπ

= +
 = =
 =

 

    7.5.    

6 ,
(0, ) (4, ) 0,
( ,0) (4 );

t xxu u t
u t u t
u x x x

= +
 = =
 = −

                   7.6. 

3 ,
(0, ) (2, ) 0,
( ,0) (2 ).

t xxu u x t
u t u t
u x x x

= + +
 = =
 = −

  

 
 

§8. Метод Фурье решения краевых задач для уравнения Лапласа 
 

         Решение краевых задач для уравнения Лапласа в случае некоторых 
простейших областей (круг, сектор, кольцо, прямоугольник, шар, цилиндр) 
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может быть найдено также методом Фурье. Получающиеся при этом зада-
чи Штурма- Лиувилля на собственные значения приводят к различным 
классам специальных функций. В этом параграфе мы рассмотрим задачу 
Дирихле для кругового сектора и круга, при решении которых, как и в 
предыдущих параграфах, используются только тригонометрические функ-
ции. 
         При решении задач в круговом секторе или в круге удобно перейти к 
полярным координатам 

cos , sin .x r y rϕ ϕ= =  
Выражая производные ,xx yyu u  через производные по переменным ,r ϕ  с  
помощью формул (3.4), уравнение Лапласа 0xx yyu u+ =  в полярных коор- 
динатах можно записать в виде 

                                             2
1 1( , ) 0.rr ru r u u u
r r ϕϕϕ∆ ≡ + + =                    (8.1) 

         8.1. Задача Дирихле для уравнения Лапласа в круговом секторе.  
Найти функцию ( , )u r ϕ , непрерывную в замкнутом круговом секторе 
0 , 0 2 ,r a ϕ α π≤ ≤ ≤ ≤ <  удовлетворяющую внутри кругового  сектора 
уравнению Лапласа (8.1) и граничным условиям: 
                                          ( , ) ( ), 0 ,u a fϕ ϕ ϕ α= ≤ ≤                               (8.2) 

                                            ( ,0) ( , ) 0, 0 ,u r u r r aα= = ≤ ≤                        (8.3) 
где ( )f ϕ −  заданная функция, удовлетворяющая условию    (0)f =  

( ) 0f α= = . 
         Согласно методу Фурье решение уравнения (8.1) при условиях (8.3) 
будем искать в виде 
                                              ( , ) ( ) ( ).u r R rϕ ϕ= Φ                                          (8.4) 
Подставляя (8.4) в уравнение (8.1), получаем 

2

1

1

R R
r const
R

r

λ
′′ ′+ ′′Φ

= − = =
Φ

, 

откуда для определения неизвестных функций ( ), ( )R r ϕΦ  будем иметь 
уравнения: 
                                             2 0,r R rR Rλ′′ ′+ − =                                         (8.5) 
                                                    0.λ′′Φ + Φ =                                              (8.6) 
Из граничных условий (8.3) следует, что 
                                           (0) 0, ( ) 0.αΦ = Φ =                                        (8.7) 

Итак, для определения функции ( )ϕΦ  имеем задачу Штурма- Лиувилля 
(8.6), (8.7). Эта задача изучена нами в §§6,7. Ее решение имеет вид: 
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2

, ( ) sin , 1,2,...k k
k k kπ πλ ϕ ϕ
α α

 = Φ = = 
 

                    (8.8) 

Подставляя значения kλ  из (8.8) в уравнение (8.5), получаем 
                                             2 0,kr R rR Rλ′′ ′+ − =                                       (8.9) 
которое представляет собой однородное дифференциальное уравнение Эй-
лера второго порядка. Его решения можно искать в виде 
                                                       ( )R r rµ= ,                                              (8.10) 
где µ - некоторая постоянная.  
Подставляя (8.10) в уравнение (8.9) и сокращая на rµ , для определения по-
стоянной µ  приходим к уравнению 

2
kµ λ= , 

корнями которого являются 1,2 .k
kπµ λ
α

= ± = ±  Следовательно, общее 

решение уравнения Эйлера (8.9) имеет вид 
                            ( ) , 1,2,...k k

k k kR r c r d r kλ λ−= + =                                 (8.11) 
где ,k kc d −произвольные постоянные. 
Так как решение ( , )u r ϕ  должно быть непрерывным в замкнутом круговом 
секторе, то 0, 1,2,...kd k= =  Тогда из (8.11) получим 

                                         ( ) , 1,2,...k
k kR r c r kλ= =                                    (8.12) 

Теперь, если (8.8), (8.12) подставить в  (8.4), то получим частные решения 
уравнения (8.1), удовлетворяющие граничным условиям (8.3), следующего 
вида 

( , ) sin , 1,2,...k
k k

ku r c r kλ πϕ ϕ
α

= =  

         Чтобы удовлетворить  условию (8.2), составим ряд из этих частных 
решений: 

                                    
1

( , ) sin .k
k

k

ku r c r λ πϕ ϕ
α

∞

=
∑=                                  (8.13) 

Подставляя (8.13) в условие (8.2), будем иметь: 

                                  
1

sin ( ), 0 .k
k

k

kc a fλ πϕ ϕ ϕ α
α

∞

=
∑ = ≤ ≤                 (8.14)  

(8.14) есть разложение функции ( )f ϕ  в ряд Фурье по синусам. Поступая 
как и в §§6,7, приходим к тому, что соотношение (8.14) будет удовлетво-
рено, если коэффициенты разложения (8.14) определены по формулам 

                            
0

2 ( ) sin , 1,2,...k
k

kc a f d k
αλ πϕ ϕ ϕ

α α
∫= =             
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откуда 

                         
0

2 ( ) sin , 1,2,...k
k

kc a f d k
αλ πϕ ϕ ϕ

α α
−

∫= =                 (8.15) 

Подставляя (8.15) в (8.13), получаем решение задачи Дирихле (8.1)- (8.3). 
         8.2. Задача Дирихле для уравнения Лапласа в круге. Найти функ-
цию ( , )u r ϕ , непрерывную в замкнутом круге 0 , 0 2 ,r a ϕ π≤ ≤ ≤ ≤  удо-
влетворяющую внутри круга уравнению Лапласа (8.1) и граничному усло-
вию 
                                          ( , ) ( ), 0 2 ,u a fϕ ϕ ϕ π= ≤ ≤                           (8.16) 

 где ( )f ϕ − заданная непрерывная функция. 
         Прежде всего, заметим, что в случае круга искомая функция ( , )u r ϕ  
должна быть периодической с периодом 2π : 
                                          ( , 2 ) ( , ).u r u rϕ π ϕ+ =                                        (8.17) 
Поэтому функция ( )f ϕ  дополнительно должна удовлетворять условию 

( 2 ) ( ).f fϕ π ϕ+ =          
         Ищем решение уравнения Лапласа (8.1), удовлетворяющее условию 
(8.17), снова  в виде  (8.4). Для определения функций ( ), ( )R r ϕΦ , как и в 
предыдущем пункте 8.1, получаем уравнения (8.5), (8.6).  Условие  (8.17) 
дает 
                                               ( 2 ) ( ).ϕ π ϕΦ + = Φ                                        (8.18) 
Итак, для функции ( )ϕΦ  имеем задачу Штурма- Лиувилля  (8.6), (8.18). 
Решаем ее. Рассмотрим три случая. 
         1) 0.λ <  Общее решение уравнения (8.6) имеет вид: 

( ) ,Ae Beλϕ λϕϕ − − −Φ = +  
где ,A B −произвольные постоянные. Ясно, что ни при каких постоянных 

, ,A B  не равных одновременно нулю, ( )ϕΦ  не является периодической, 
т.е. не выполняется условие (8.18), а значит, задача Штурма- Лиувилля в 
этом случае не имеет решения. 
         2) 0.λ =  Общее решение уравнения (8.6) 

( ) .A Bϕ ϕΦ = +  
Из условия (8.18)  следует, что 0A = , следовательно, задача Штурма- Ли-
увилля имеет решение вида  

0 0 00, ( ) .A constλ ϕ= Φ = =  
         3) 0.λ >   Общее решение уравнения (8.6) есть 

( ) cos sin .A Bϕ λϕ λϕΦ = +  
Это решение будет удовлетворять условию периодичности (8.18) лишь при 

2 , 1,2,...k kλ = =   
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         Таким образом, решения задачи Штурма- Лиувилля (8.6), (8.18) име-
ют вид: 
                   2 , ( ) cos sin , 0,1,2,...k k k kk A k B k kλ ϕ ϕ ϕ= Φ = + =        (8.19) 
(отрицательные значения k  не дают новых решений), где ,k kA B −произ-
вольные постоянные. 
Теперь значения  2

k kλ =  подставим в уравнение (8.5) и, рассуждая как в 
пункте 8.1, находим его решения в виде 
                                           ( ) , 0,1,2,...k

kR r r k= =                                    (8.20) 
Внося выражения ( ), ( )k kR rϕΦ  из (8.19), (8.20) в (8.4), получаем частные 
решения уравнения Лапласа (8.1), удовлетворяющие условию периодично-
сти  (8.17), в виде 
                       ( , ) ( cos sin ), 0,1,2,...k

k k ku r r A k B k kϕ ϕ ϕ= + =                (8.21) 
Чтобы удовлетворить граничному условию (8.16), из частных решений 
(8.21) образуем ряд  

                               
0

( , ) ( cos sin ).k
k k

k
u r r A k B kϕ ϕ ϕ

∞

=
∑= +                         (8.22) 

Подставляя (8.22) в граничное условие (8.16), получаем 

             
0
( cos sin ) ( ), 0 2 .k k

k k
k

a A k a B k fϕ ϕ ϕ ϕ π
∞

=
∑ + = ≤ ≤               (8.23) 

Ряд слева в (8.23) есть полный тригонометрический ряд Фурье для отрезка 
[0,2 ].π  Поэтому мы удовлетворим условию (8.23), если положим 

0 , , , 1,2,...k k
k kA a A a B k =  равными коэффициентам Фурье функции ( ) :f ϕ  

2 2

0
0 0

1 1( ) , ( )cos ,
2

k
kA f d a A f k d

π π
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

π π
∫ ∫= =  

                                 
2

0

1 ( )sin , 1,2,...k
ka B f k d k

π
ϕ ϕ ϕ

π
∫= =                    (8.24) 

Подставляя значения коэффициентов ,k kA B  из (8.24) в (8.22), получаем 
решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа в круге. 
         Отметим, что построенные решения задачи Дирихле в круговом сек-
торе (8.13) и в круге (8.22) являются формальными. Для  их обоснования 
необходимо провести те же рассуждения, что и в случае уравнения коле-
баний струны (§6). 
         В заключение отметим, что решение задачи Дирихле в круге (8.22) 
можно представить в виде 

2 22

2 2
0

1( , ) ( ) .
2 2 cos( )

a ru r f d
a ar r

π
ϕ ψ ψ

π ϕ ψ
∫

−
=

− − +
 

Эта формула называется формулой Пуассона, а интеграл справа – инте-
гралом Пуассона. 
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         Пример 8.1. Решить методом Фурье краевую задачу для уравнения 
Лапласа в круговом секторе 0 1r≤ ≤ , 0 2ϕ α π≤ ≤ < : 

                                              

( , ) 0,

( ,0) , 0,
3

(1, ) 1 cos6 .

u r

u r u r

u

ϕ
π

ϕ ϕ

∆ =
  = =  

 
 = −

 

         Решение. Решение этой задачи дается формулой (8.13), в которой ко-
эффициенты определены соотношениями (8.15). В нашем случае   

1, , ( ) 1 cos6 .
3

a fπα ϕ ϕ= = = −  

Подставляя эти значения в (8.15), для определения коэффициентов kc  по-

лучаем  
/ 3

0

6 (1 cos6 ) sin3 , 1,2,...kc k d k
π

ϕ ϕ ϕ
π

= − ⋅ =∫  Вычислим  инте-

гралы: 
/ 3 / 3 / 3

0 0 0

6 6 6(1 cos6 ) sin 3 sin 3 cos6 sin 3kc k d k d k d
π π π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
π π π

∫ ∫ ∫= − ⋅ = − ⋅ =

 
/ 3 / 3

00

6 cos3 6 1[sin(3 6 ) sin(3 6 )]
3 2

k k k d
k

π
πϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

π π
∫= − − − + + =  

2 (1 cos )k
k

π
π

= − −
/ 3

0

3 cos(3 6) cos(3 6)
3 6 3 6

k k
k k

π
ϕ ϕ

π
− + − − = − + 

2 3 cos( 2 ) 1 cos( 2 ) 1[1 ( 1) ]
3 6 3 6

k k k
k k k

π π π π
π π

− − + − = − − + + = − + 
 

2
2 1 1 1 8[1 ( 1) ][1 ( 1) ] [( 1) 1] ,

2 2 ( 4)

k
k k

k k k k kπ π π
− − = − − + − − + = − + − 

  если  2;k ≠  

при   2 :k =    

 
/ 3/ 3 / 3

2
0 00

6 6 cos6 sin12(1 cos6 )sin 6 0.
6 2

c d d
π

π πϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ
π π

∫ ∫
 

= − = − − = 
  

 

Таким образом, все коэффициенты kc  с четными номерами равны нулю. 
         Теперь, подставив найденные значения коэффициентов kc  в формулу 
(8.13), получим решение исходной задачи в следующем виде 

6 3
2

1

16 1( , ) sin(6 3) .
(2 1)[(2 1) 4]

k

k
u r r k

k k
ϕ ϕ

π

∞
−

=

= ⋅ −
− − −∑  
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         Пример 8.2. Решить методом Фурье краевую задачу для уравнения 
Лапласа в круге 0 3r≤ ≤ , 0 2ϕ π≤ ≤ : 

 
( , ) 0,

(3, ) cos2 .
u r

u
ϕ

ϕ ϕ
∆ =
 =

 

         Решение. Решение этой задачи дается формулой (8.22), в которой ко-
эффициенты ,k kA B  определены при помощи соотношений (8.24). Снача-
ла коэффициенты ,k kA B  найдем с помощью (8.24).  Так как в нашем 
случае  ( ) cos2 , 3,f aϕ ϕ= =  то из формул (8.24) будем иметь: 

22

0
00

1 1 sin 2cos2 0,
2 2 2

A d
ππ ϕϕ ϕ

π π
= = ⋅ =∫  

2

0

3 cos2 cos
k

kA k d
π

ϕ ϕ ϕ
π

−

= ⋅ =∫
2

0

3 1[cos(2 ) cos(2 )]
2

k

k k d
π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
π

−

∫ − + + =  

2

0

3 sin(2 ) sin(2 ) 0,
2 2 2

k k k
k k

π
ϕ ϕ

π

− − + = + = − + 
     если    2;k ≠  

 при  2 :k =    

 
22 2 2

2
2

0 0 0

3 1 1 cos 4 1 sin 4 1cos 2 ;
9 2 18 4 9

A d d
π

π π ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ
π π π

−

∫ ∫
+  = = = + = 

 
 

2

0

3 3cos 2 sin
k k

kB k d
π

ϕ ϕ ϕ
π π

− −

∫= ⋅ =
2

0

1[sin( 2 ) sin( 2 )]
2

k k d
π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∫ − + + =  

2

0

3 cos( 2) cos( 2) 0,
2 2 2

k k k
k k

π
ϕ ϕ

π

− − + = − − = − + 
  если  2;k ≠  

при   2 :k =     

    
2

2 2

2
0 0 0

1 1 sin 4 1 cos 4cos 2 sin 2 0.
9 9 2 18 4

B d d
π

π π ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ
π π π

∫ ∫
 = = = − = 
 

 

Внося  найденные значения коэффициентов в формулу (8.22), получаем 
решение исходной задачи в виде 

21( , ) cos2 .
9

u r rϕ ϕ=  

         Второй способ нахождения коэффициентов , .k kA B  Функцию (8.22) 
подставим в граничное условие: 

0
3 ( cos sin ) cos 2 .k

k k
k

A k B kϕ ϕ ϕ
∞

=
∑ + =  
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Сравнивая коэффициенты при cos , 0,1,2,...k kϕ =  и sin , 1,2,...k kϕ = , для 
определения ,k kA B  получаем   

2
23 1, 3 0, 0,1,3,,...;k

kA A k= = =         3 0, 1,2,...,k
kB k= =  

откуда 2
1 ;
9

A =  остальные kA  и все kB  равны нулю. 

 
 

Задачи 
         Методом Фурье найти решения следующих краевых задач для урав-

нения  Лапласа: 

8.1.

( , ) 0,

( ,0) , 0, 0 3,
4

(3, ) 1 cos8 , 0 ;
4

u r

u r u r r

u

ϕ
π

πϕ ϕ ϕ


∆ =

  = = ≤ ≤  

 


= − ≤ ≤

    8.2.

( , ) 0,

( ,0) , 0,0 2,
5

(2, ) 1 cos10 ,0 ;
5

u r

u r u r r

u

ϕ
π

πϕ ϕ ϕ


∆ =

  = = ≤ ≤  

 


= − ≤ ≤

 

         

8.3.
( , ) 0,

(1, ) sin 3 , 0 2 ;
u r

u
ϕ

ϕ ϕ ϕ π
∆ =
 = ≤ ≤

            8.4. 
( , ) 0,

(4, ) cos 2 , 0 2 ;
u r

u
ϕ

ϕ ϕ ϕ π
∆ =
 = ≤ ≤

 

 

8.5. 2

( , ) 0,
(4, ) sin , 0 2 ;
u r

u
ϕ

ϕ ϕ ϕ π

∆ =


= ≤ ≤
              8.6. 2

( , ) 0,
(2, ) cos 3 , 0 2 .
u r

u
ϕ

ϕ ϕ ϕ π

∆ =


= ≤ ≤
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